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PREDGOVOR

Smrtnom kaznom kaZnjavani su oni koji bi zaboravili ili zanemarili svoju duznost
umjeravanja etalonske jedinice duzine svakoga punog mjeseca. Takva je pogibelj
prijetila graditeljima na kraljevskom gradilistu odgovornim za gradnju faraonskih
hramova i piramida u davnosnjem Egiptu, 3000 godina prije Krista. Prvi kraljevski
lakat bio je definisan kao duZina podlaktice od lakta do vrha ispruzenog srednjeg
prsta vladajuceg faraona uvecana za Sirinu njegove Sake. Ta se izvorna mijera
prenosila u crni granit i urezivala u njemu. Radnici na gradiliStima dobivali su
primjerke u granitu ili drvetu, a graditelji su bili odgovorni za njihovo ¢uvanje.

Od toga vremena ljudi su bez obzira na mjesto i vrijeme pridavali veliki znacaj
ispravnosti mjerenja. U novije doba, 1799. godine u Parizu stvoren je deseticni
metricki sistem pohranjivanjem dvaju platinastih etalona koji su predstavljali metar
i kilogram — pocetak danasnjeg Medunarodnog sistema jedinica (SI).

U danasnje vrijeme geodetski stru¢njak veliki dio vremena provodi na terenu
izvodeci mjerenja razlicitim kombiniranim mjernim tehnikama. Pri tome vektor
mjerenja je veoma Cesto heterogene prirode, jer sadrzi raliCite tipove mjerenja.

Obrada mjerenih podataka u geodetskim aplikacijama najéesée koristi metodu
najmanjih kvadrata, za koju je potrebno pravilno odrediti stohasti¢cki model pri
obradi mjerenih veli¢ina. Stohasticki model opisuje tacnost mjerenih veliina i
njihovu medusobnu povezanost. Kovarijanc matrica opcenito nije poznata. Njen
izgled je stoga potrebno a priori procijeniti.

Kod heterogenih vektora mjerenja jedan te isti varijanc faktor vrijedi za sve grupe
opazanja koje su ukljuéene u izravnanje, a njegovo odredivanje je prilicno
komlicirano, jer zahtijeva poznavanje unutrasnje statisticke strukturne veze izmedu
pojedinih grupa mjerenja.

Izlaz iz ove kompleksne situacije nude metode, koje omogucuju da se, istovremeno
s procjenom traZzenih veliina procjenjuju a posteriori procjene teZine mjerenih
veli¢ina. Najces¢i nacin rjeSavanja problema je da se formiraju grupe opazanja u
kojima su poznati medusobni odnosi tacnosti, pa se svakoj toj grupi mjerenja dodijeli
specifican odgovarajuéi varijanc faktor. A posteriori ocjena varijanc faktora
pojedinacnih grupa potom odreduje nove teZine grupa, koje se usvajaju kao osnova
za ponovni korak u iterativnom postupku izravnanja.

Dakle, cilj ovog teksta je upoznavanje i razumijevanje pojma mjerenja, osnovnih
karakteristika mjerenja, te obrade geodetskih mjerenja.
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Ova monografija u prvem redu je napisana da posluzi studentima diplomskog studija
za lakSe savladavanje i razumjevanje gradiva i postizanje ishoda ucenja na svim
predmetima koji se bave precinim mjerenjima, te obradom i analizom geodetskih
mjerenja.

Ova monografija je koncipirana da sadrzi Sest poglavlja, pet poglavlja teoretski
obraduju problem, a u Sestom su dati rijeSeni prakti¢ni primjeri.

Prvo poglavije daje definicuju i pojam mjerenja. u ovom poglavlju je predstavljen
osnovni koncept, model obrade geodetskih mjerenja koji se sastoji iz funkcionalnog
i stohastickog modela.

Drugo poglavlje obraduje opéu teoriju mjerenja. Materijal za pisanje ovog poglavlja
uvelikoj mjeri se oslanja na knjigu Adjustment computations — statistics and least
squares in surveying and GIS, Paul R. Wolfa Charles D. Ghilanija koje se koristi na
univerzitetima Berkeley Wisconsin-Medison, oba u SAD. Takoder, koristen je i
materijal Rac¢un izravnanja | — Analiza rezultat geodetskih mjerenja i Obrada i analiza
podataka geodetskih mjerenja koji se koristi na Univerzitetu u Beogradu na
Gradevinskom fakultetu — Odsjeku za geodziju i geoinformatiku.

Poglavlje 3 zapocinje s kratkim prikazom Gauss - Markovog parametarskog modela
procjenjivanja. Na pocetku su uvedeni osnovni simboli i relacije da bi se kasnije
jednostavno pozivalo na njih. Koristenje matematic¢kih simbola je konzistentno
unutar cjelokupnog rada. Za lakse Citanje, dat je spisak koriStenih simbola.

U poglavlju Cetiri su prezentirane jednacine popravaka vektora mjerenja. Vektor
mjerenja kod prostornih geodetskih mreza je obicno heterogene prirode, tj. moze
sadrZavati razne tipove mjerenja, izvedene kombiniranim tehnikama geodetskih
mjerenja i opaZanja. Klasi¢na terenska opazanja ukljucuju terestricka: udaljenosti
(horizontalne i prostorne), horizontalne uglove, horizontalne pravce, zenitne
udaljenosti, visinske razlike i koordinatne razlike. Pored terestrickih mjerenja,
testirane mreZe ukljuuju i udaljenosti odredene metodama satelitskog
pozicioniranja.

Jednacine popravaka su dakle heterogene prirode, a mjerenja su naravno razlicite
tacnosti. Namece se logicno pitanje kako vrednovati tacnost s kojom je mjerenje
izvrseno, da bi kvaliteta mjerenja na najbolji nacin bila predstavljena u izravnanju. U
Cetvrtom poglavlju dat je pregled radunanja a priori standardnog odstupanja
mjerenja.

Peto poglavlje daje pregled metoda procjene komponenti varijance, odnosno
pregled metoda za a posteriori procjenu standardnog odstupanja mjerenja. Postoje
razliCite klasifikacije a posteriori metoda procjene. U ovom radu svrstane su prema:
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funkcionalnom modelu, stohastickom modelu, proceduri procjene i proceduri
pojednostavljenja.

U poglavlju Sest prezentirani su rijeSeni prakti¢ni primjeri obrade geodetskih
mjerenja na pet geodetskih mreza. Prilikom obrade geodetskih mjerenja koristen je
parametarski Gauss — Markov model izjednacenja s metodama a posteriori
procjene.

Sarajevo, avgust 2018. Dzanina Omicevié



Spisak skracenica

AUE — Almost Unbiased Estimation - skoro nepristrana procjena

BIQUE — Best Invariant Quadratic Unbiased Estimation - najbolja invarijantna
kvadratna nepristrana procjena

BIMP —Bureau Internatiomal des Poids et Mesures (International Bureau of Weights
and Measures) — Internacinalni biro za utege i mjere

BLUE — Best Linear Unbiased Estimation — najbolja linearna nepristrana procjena

BQMBNE — Best Quadratic Minimum Bias Non-negative Estimator — najbolja
minimalna kvadratna pristrana ne-negativna procjena

BQUNE — Best Quadratic Unbiased Non-negative Estimation - najbolja kvadratna
nepristrana ne-negativna procjena

EOD - elekroopticki daljinomjer

GLONASS - Global Navigation Satellite System — globalni navigacioni satelitski sistem
GNSS - Global Navigation Satellite System — globalni navigacioni satelitski sistem
GPS - Global Positioning System — globalni pozicioni sistem

ISO - International Organization for Standardization — Medunarodna organizacija za
standardizacija

MATLAB — MATrix LABoratory — matricni laboratorij

MINQUE — Minimum Norm Quadratic Unbiased Estimation — nepristrana procjena
sa minimalnom kvadrathnom normom

MLE — Maximum Likelihood Estimation - procjena maksimalne vjerovatnocée

REML - Restricted Maximum Likelihood Estimation — ograni¢ena procjena
maksimalne vjerovatnoce

Sl -International System of Units — Medunarodni sistem jedinica

VCE — Variance Component Estimation — procjena komponenti varijance



Lista simbola

Opsta konvencija

()T - transponovanje vektora ili matrice

X - proporcionalno sa

(.)~! —inverzija matrice

(.)*- pseudoinverzija matrice

Operatori

D(") - disperzija

E(+)- matematicko ocekivanje

vh{-} - operator

vec{'} - operator

tr{-} - trag

Specificni simboli

X - mjerena veliina

E- jedinica mjere

6¢- procjena varijanc faktora

Cj;- kovarijanc matrica procijenjenog vektora opaZanja
C, - varijanc kovarijanc matrica opazanja

C,» - kovarijanc matrica procijenjenog vektora popravaka
L - procijenjeni vektor opaZanja

Qxz - matrica kofaktora procijenjenih parametara
Q; - kofaktor matrica opaZzanja

X - vektor pribliznih vrijednosti parametara

X - procijenjeni vektor nepoznatih parametara

oé-varijanc faktor (varijanca jedinice teZine)
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0-a posteriori procijenjene komponente varijance
0, - a priori komponente varijance

m - broj grupa mjerenja

n - broj mjerenja

r - broj stupnjeva slobode (prekobrojnost)
u - broj nepoznatih parametara

A - prvadizajn matrica

B - druga dizajn matrica

L - vektor opazanja

P - matrica teZina

Q - kofaktor matrica

I - jedini¢na matrica

1 - vektorskracenih opaZanja

V - procijenjeni vektor popravaka

X - vektor skra¢enih parametara

H - Helmert - ova matrica za procjenu

4 - uvjet konvergencije

w - matrica gresaka definisana specificnim uslovima
€ - vektor gresaka

6 - odstupanja od aritmeticke sredine

f- greska zatvaranja trougla

N - broj trouglova

n; — broj mjerenja u i-toj grupi

1; — doprinos prekobrojnost
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1 Uvod

Za rjeSavanje velikog broja veoma sloZenih zadataka koji se danas namecu
geodetskoj struci, neophodno je uz Sto krace vrijeme i ulaganje postici Sto vecu
tacnost, koristeci razli¢ite kombinovane tehnike mjerenja. Vektor mjerenja veoma
Cesto je heterogene prirode, sadrzi razne tipove mjerenja. Klasi¢na terestricka
geodetska mjerenja ukljucuje mjerenje horizontalnih pravaca, horizontalnih uglova,
duzina, visinskih razlika i zenitnih udaljenosti. Uz ove standardne opazane veliCine,
danas moramo dodati i mjerenja udaljenosti izmedu tacaka pomocu satelitskih
metoda. Razvojem globalnih navigacijskih satelitskih sistema (GNSS), kao Sto su:
americki globalni pozicioni sistem (GPS), ruski globalni navigacijski satelitski sistem
(GLONASS), evropski Galileo te kineski BeiDou, omoguceno je geodetima da razviju
novu tehniku pozicioniranja. Tako je GNSS tehnika postala standardna metoda
odredivanja poloZaja u 21. vijeku.

Vedi dio vremena geodetski stru¢njak provede u terenskim radovima, pri tome
rjeSavajuci brojne i tehnic¢ki veoma sloZzene mjerne zadatke. Pri tome treba slijediti
osnovno pravilo da svaki zadatak treba rjeSavati primjenom odgovarajuéih metoda i
instrumenata.

Na izgled jednostavno, u prakti¢noj izvedbi ovo pravilo je veoma slozeno zbog
stvarnih moguénosti izvodenja, tradicije i navika, posebno u uslovima veoma brzog
razvoja tehnologije i mjerne tehnike, u vrijeme kada se novi instrumenti sa novim
moguénostima svakodnevno pojavljuju.

Zadatak geodetskog strucnjaka je da projektuje — napravi plan rada, utvrdi tip, obim
i postupak mjerenja i izvrSi analizu mjerenja u skladu sa zahtjevima tacnosti. Od
posebnog znacaja je uvodenje novog u primjeni mjerne tehnike, ali s odredenom
mjerom, racionalnoscu i ekonomicnoscu.



Svrha mijerenja je odredivanje vrijednosti mjerene veli¢ine, $to znadi vrijednost
posebne fizikalne veli¢ine podvrgnute mjerenju. lIzracunata vrijednost u obliku
mjernog rezultata pri stru¢no i savjesno obavljenom mjernom postupku
odgovarajué¢éim mjernim instrumentom i priborom trebala bi se pribliZiti istinitoj
vrijednosti sa zahtijevanom ta¢noscu.

Model je teoretska apstrakcija na kojoj su zasnovana mjerenje.

Prema vaZzeéim metroloskim propisima (Guide to the expression of uncertainty in
measurements, 1SO 1997)! (BIMP & JCGM, 2008) mjerenje se definise kao skup
operacija izvedenih sa ciljem da se odredi vrijednost mjerene veli¢ine. Mjerenje
pociva na:

=  specificiranju mjerene veliéine
= metodi mjerenja
= proceduri mjerenja

Svako mijerenje pocinje opisom mjerne veli¢ine, mjerne metode i postupka,
prethodnom analizom utjecajnih veli¢ina i izborom mjernog instrumenta i pribora.

Kod savremenih mjerenja zahtijeva se o izvrSenim mjerenjima i rezultatu pouzdana
mjeriteljska informacija koja ¢e korisnicima dati jasne iskaze o rezultatu i njegovoj
nesigurnosti, a mora biti utemeljena na dovoljnom broju podataka o izabranom
matematickom modelu i primijenjenoj matematicko — statistickoj analizi.

U vrijeme globalnog razvoja i svjetskog trziSta, neophodno je, da u mjeriteljstvu u
cijelom svijetu bude jednake metode raCunanja i izraZavanja mjerne nesigurnosti,
kako bi rezultati mjerenja, izvedeni bilo gdje u svijetu mogli usporedivati, sli¢no kao
Sto je uvedeno koristenje medunarodnog sistema jedinica SI (Benci¢ & Solaric,
2008).

Jednostavno receno, mjerenja iste veli¢ine istom preciznos¢u, bez obzira na
mjeriteljsku ekipu i opremu, ili mjesto mjerenja, treba dati iste mjeriteljske
informacije.

U praksi se Cesto izrazi mjerenje i opazanje prepliéu, pa se stice utisak da izmedu njih
nema nikakve razlike.

! Upustvo za izraZzavanje mjerne nesigurnosti, ISO 1997
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Izraz opazanje je da ukaZe na operaciju i proces kao i ishod same operacije. Sa
aspekta obrade podataka, ishodi, posebno numericki se tretiraju kao opazanje.
Postupak realizacije vrijednosti mjerene veli¢ine nazivamo mjerenje.

SloZenost postupka mjerenja slijedi iz njegovih osnovnih karakteristika (Bozié, 2007):

mjerenje je uvijek izvrSenje neke fizicke radnje — proces mjerenja sadrzi
nekoliko elementarnih radnji (priprema, postavljanje instrumenta-
centrisanje i horizontisanje, kalibracija, viziranje, ¢itanje, uporedivanje, ...),
numericki podatak ili rezultat procesa mjerenja,

mjerenje se skoro uvijek realizira instrumentima, neovisno od sloZzenosti
(izuzetak brojanje nekog dogadaja),

mjerenje je vezano za standarde, donesene konvencije, koje se najcesce
dobiju dogovorom — mijeriti znaci uporediti sa standardom (etalonom),
svako mjerenje vezano za jedinicu mjerenja i dimenzije,

sustinski mjerenja su vezana za teorijski koncept tj. geometrijske apstrakcije
npr. uglovi i duzine nemaju direktan realan i fizicki definiran ekvivalent u
prirodi; u praksi geometrijske apstrakcije se koriste da bi opisale i definirale
neke velicine kao Sto su poloZaj, povrsina, zapremina, i dr.,

iako je realizacija mjerenja proces, rezultati takvih procesa nose znacenje
mjerenja jedino ako su povezani s teorijskim konceptima na koje se odnose
i na kojima su zasnovani.

Metoda mjerenja definira se kao logi¢na sekvenca operacija koristenih prilikom
realizovanja mjerenja.

Procedura mjerenja predstavlja skup posebno utvrdenih operacija koje se koriste u
izvrSenju nekog mjerenja u skladu sa odabranom metodom mjerenja.

Procedura mjerenja Cini vise faza:

etaloniranje (kalibracija) mjernih instrumenata i pribora, uskladivanje
jedinice mjere mjernog instrumenta sa njenom teoretskom vrijednoscu,
priprema za mjerenje (materijalizacija mjerne veli¢ine — signalima za
viziranje, postavljanje instrumenta i pribora, ...),

opazanje, poklapanje mjernog indeksa (koincidiranje) i ocitavanje podjele
mjernog instrumenta (pribora),

mjerenje pomoc¢nih veli¢ina, temperature, atmosferskog pritiska, vlaznosti
zraka ili neke druge veli¢ine neophodne za korekciju dobivenih rezultata
mjerenja.

Mjerenje predstavlja instrumentalno odredivanje vrijednosti mjerene veliine u
odnosu na dati standard ili jedinicu mjerenja. Mjerenje se izrazava kao broj jedinica
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mjere (realan broj puta jedinica mjere). Rezultat mjerenja X povezan je jedinicom
mjerenja relacijom:

X =NE (1.1)
gdje je u jed. (1.1) N mjerni broj, E jedinica mjere.

Proces mjerenja obuhvata procjenu vrijednosti mjerene veli¢ine i veli¢ine
odgovarajué¢e mjerne jedinice. Osim u slucaju kada zbrajamo neke dogadaje (npr.
broj studenata u ucionici) gdje je zbir egzaktan, svako mjerenje predstavlja procjenu
koja posjeduje izvjesnu nesigurnost. Direktna mjerenje izvode se odredivanjem
vrijednosti mjerene veli¢ine direktnim ocitavanjem na skali instrumenta (npr.
mjerene veli¢ine X4, X5, X3, ..., X, mogu biti duZine, pravci, ¢itanje na letvii sl.).

Mijerenje je sloZen proces koji podrazumjeva (A Beginner’s Guide to Measurement,?)
(Goldsmith, 2010):

=  objekat mjerenja (fizicka veli¢ina)

= subjekat mjerenja (opazac)

= instrumenti pribor za mjerenje

= spoljasnja sredina (vidi iz uvoda za mjerenje — prevod i citiraj)

Skup navedenih faktora naziva se kompleksnim uslovima mjerenja. Dva skupa
mjerenja smatraju se skupovima iste tacnosti ako su mjerenja izvedena pod priblizno
istim uslovima. Ovo zna¢i da tokom izvodenja mjerenja ni jedan od uslova nije
znacajno mijenjan (isti objekt, isti opazac, isti instrument ili instrument sa istim
karakteristikama, te u istim ili slicnim uslovima spoljasnje sredine). Nasuprot
navedenom, dva skupa mjerenja ako nisu izvedena pod istim uslovima (makar jedan
element da je znacajnije promijenjen) su mjerenja razliite tacnosti. Na osnovu
navedenog, podjela mjenja po ta¢nosti posljedica je uticaja kompleksnih uslova pri
mjerenju neke fizicke velicine.

Indirektna mjerenja realizuju se kada nije moguce izvesti direktna mjerenja. U
ovakvim slucajevima do vrijednosti mjerene veli¢ine dolazi se primjenom
matematickih operacija nad direktnim mjerenjima. S obzirom na matematicke
relacije izmedu direktnih i indirektnih mjerenja, greske mjerenja direktnih veli¢ina
prenose se na indirektna mjerenja.

2 Upustvo za pocetnike u mjerenju



Usprkos tome Sto seriju mjerenja izvede isti opazac, pri mjerenju upotrijebi isti
instrument i uslovi okoline u momentu mjerenja su isti rezultati pojedinih mjerenja
nikada nisu teorijski iste vrijednosti. Mjerenja su uvijek optereéena greskamal!

Vaino je istaknuti nekoliko veoma znacajnih karakteristika mjerenja kao Sto su:

® ne postoji tacan rezultat mjerenja

= usvakom mjerenju prisutne su greske

= tacna vrijednost nikada nije poznata

= tacne vrijednosti prisutnih gresaka nisu poznate

Po definiciji greSka mjerenja je razlika mjerene X vrijednosti i istinite vrijednosti u,
tj. istinita greska data je izrazom u jed. (1.2):

e=X—u (1.2)

Na osnovu prethodno iznesenog mogu se izdvojiti tri izvora greSaka mjerenja (Bozi¢,
2007):

= instrumentalne,

= spoljasnje sredine i

=  opazaca.

Greske instrumentalnog karaktera nastaju usljed nesavrSenosti konstrukcije
instrumenta ili neispunjavanja uslova osnovnih osa instrumenta (npr. podjela limba
teodolita ili totalne stanice nije savriena i uvijek postoji bilo da se radi o manualnom
ili digitalnom nacinu citanja).

Greske spoljasnjih uslova nastaju kao posljedice promjene okolnosti u kojima se
izvode mjerenja (npr. promjena temperature, pritiska, vlaznosti, magnetskog ili
gravitacionog polja i sl.).

Greske opazaca nastaju zbog psiho-fizickih ograni¢enja i bioloSkih sposobnosti
opazaca prilikom centrisanja, viziranja, oCitavanja i sl. Veli¢ine ove greske su ovisne
od pojedinacnih individualnih sposobnosti opaZzaca, te od uticaja mikroprilika u
neposrednom okruZenju opazaca.

Promjena rezultata mjerenja izvedenih pod slicnim uslovima je normalna pojava
vezana za fizicke procese i mora se prihvatiti svojstvo opazanja. MoZe se zakljuciti
da su rezultati mjerenja numericke vrijednosti slucajnih promjenljivih koje su
predmet slucajnih promjena. Ukoliko ovu cinjenicu prihvatimo opaZanja se mogu



analizirati koriste¢i statisticke metode koje nam pomaZu da dodemo do
najvjerovatnijih vrijednosti rezultata mjerenja i ocjenom njihovog kvaliteta.

Prema nacinu nastanka i osnovnim svojstvima greske dijelimo na:

= grube
=  sistematske
= slucajne

Grube greske u stvari nisu greske u pravom smislu, jer znacajno odstupaju po velicini
u odnosu na druge dvije kategorije. Najceséi razlog njihovog pojavljivanja je
nepaznja opazaca. Ukoliko je proces automatiziran, ove greske mogu nastati kao
posljedica neispravnosti uredaja. Velika su nastojanja da se greska ove vrste uoci. U
skladu s ovim neophodno je proceduru mjerenja i metodologiju rada tako dizajnirati
da se pojava ovih gresaka moze eliminisati. Tako da koristimo razli¢ite mehanizme:
viSe nezavisnih mjerenja, testiranje na pripadnost skupu, ponavljanje mjerenja sa
drugim instrumentom, mjerenje naprijed nazad, strogo postivanje metode
mjerenja, pazljiva kontrola instrumenta, i dr.

Otkrivanje i eliminisanje sumnjivih rezultata mozemo udiniti:

= mjerenjem veliCine viSe puta i racunanjem srednje vrijednosti (pojedinacni
rezultati koji znafajno odstupaju od srednje vrijednosti smatra se
rezultatom sa grubom greskom),

= koriStenjem dvije vrste mjernih jedinica, i njihovim svodenjem na istu,

= koristenjem prirodnih Cinjenica (zbir uglova u trouglu je 180°)

® nezavisna mjerenja viSe operatora i dr.

Moderni statisticki koncepti tretiraju opazanja kao uzorke odredene razdiobe
vjerovatnode i njihove promjene analizira koristeéi pravila zakona vjerovatnoce.
Rezultati koji odskacu po svojoj vrijednosti u odnosu na ostale mogu se utvrditi ili
odbaciti, po potrebi se izvrSe ponovna mjerenja. Jednostavno re¢eno, rezultati sa
grubom greskom nisu od koristi u daljnjem postupku obrade i kao takvi moraju se
iskljuciti iz skupa.

Sistematske greske ili sistematski efekti dogadaju se po nekom sistemu, ako je
poznat, mozZe biti matematicki formulisan. Ove greske slijede neko pravilo,
ponavljanjem mjerenja pod istim uslovima, mjerenja ée biti po istom pravilu uvijek
optereéena greskom.

Uzrok nastanka mozZe biti u opazacu, instrumentu (priboru) za mjerenje ili fizickim
svojstvima u kojem se mjerenje ostvaruje. Bilo koja promjena jednog ili vise
parametara sistema prilikom ponavljanja mjerenja izazvaée promjenu karaktera



sistematskih efekata. Mora se znati da ponavljanjem mjerenja pod istim
okolnostima nece eliminirati sistematsku gresku. Da bi se greske eliminisale, mora
se pronadi njihov sistem — uzrok.

Sistematski efekti imaju razlicite forme, zavisno od vrijednosti i znaka svakog od
uticaja. Ako su veli¢ina i znak jednaki u procesu mjerenja, govorimo o konstantnoj
vrijednosti greSke. Ako se znak sistematskog uticaja mijenja, rezultujuce sistematske
greSke nazivaju se promjenljivim.Temperatura, pritisak i vlaznost su primjeri
prirodnih izvora sistematskih gresaka. Kada je rije¢ o instrumentu za mjerenje tada
se misli na nesavrienost instrumentalne konstrukcije ili neodgovarajuci pregled i
priprema za mjerenje.

Uvodenje automatizacije u proces mjerenje nije iskljucio opazaca kao izvor nastanka
sistematskog uticaja i njegova uloga i dalje ima kljuéno mjesto. | pored toga Sto se
moze predpostaviti odakle poti¢u i dalje ima sistematskih uticaja cije porijeklo je

nepoznato. To se najprije odnosi na skup gresaka ciji izvor je opazac i koje zavise od
preciznih fizickih, psiholoskih i prostornih za vrijeme trajanja mjerenja.

Pored izvora sistematskih greSaka koji se direktno odnose na mjerenja, postoje i oni
koji se odnose na odabrani geometrijski i matematicki model rezultata mjerenja.
PogreSan izbor modela prouzrokuje pojavu sistematskog uticaja. Eliminiranje,
odnosno svodenje sistematske greSke na najmanju mogucu mjeru, cestim
ispitivanjem instrumenata i pribora i uzimanjem korekcija, uvodenjem korekcija u
zavisnosti od uvjeta okoline, biranjem odgovaraju¢e metode mjerenja kao i strogo
pridrZzavanje propisane procedure mjerenja.Nakon otkrivanja i eliminiranja grubih
gresaka i otklanjanja sistematskih uticaja, rezultati mjerenja u daljnjem postupku
mogu tretirati kao slu¢ajne promjenljive.

Slucajne greske mjerenja posljedica su ograni¢enih mogucnosti ljudskih osjetila,
nakon kalibracije preostalih slucajnih varijacija mjernih instrumenata, te
nepredvidljivih slu¢ajnih promjena mjernog objekta ili njegovog okolisa tj. one
nastaju slucajno. Zbog svega navedenog, vise puta ponovljena mjerenja - izvedena
uz najveéu mogucu paznju i vjestinu opazaca i nakon uklonjenih grubih i
sistematskih gresaka — nece dati identicne rezultate, jer ¢e preostale slucajne greske
biti razli¢itog iznosa i razli¢itog predznaka. lako je slu¢ajnu gresku nemogudée
pojedinacno otkriti, njihovo skupno ponaSanje podlijeze zakonima slucajnih
promjenljivih, te ih je Sto je broj mjerenja veci mogude pouzdanije izracunati.

Obrada podataka mjerenja opcenito predstavlja kvantitativni problem, logi¢no je da
njegovo rjeSavanje podrazumjeva koristenje matematickog modela. Model se



definiSe kao teorijski sistem ili apstraktni aspekt kojim se opisuje fizicka situacija ili
skup nekih dogadaja. Cesto nije kompletan, ali se o¢ekuje da obuhvati osnovne
osobine koje su cilj i predmet analize. Kako model ima ograni¢enu namjenu, njegova
postavka ima Siroko znacenje, odnosno najéesée ne postoji samo jedan model, nego
se ista situacija mozZe opisati s vise modela (BoZzi¢, 2007).

Matematicki model se sastoji iz dva dijela: funkcionalnog modela i stohastickog
modela (vidi Slika 1-1) .

Funkcionalni model opisuje deterministi¢ka svojstva fizicke situacije ili dogadaja koji
posmatramo.

Priroda Opazanja (mjerenja)

4

f strucnost
r

Matematicki model

Funkcionalni Stohasticki
..... » model model
(deterministicki) (statisticki)

Izjednagenje (procjena)

Parametri Parametri
funktionalnog stochastitkog
modela modela

(nepoznate) (kovarijance)

Y

Statisticki testovi

Slika 1-1: Matematicki model geodetskih mjerenja (prema prema (Lother & Strehle,
2007))

Kada se planiraju mjerenja funkcionalni model se bira tako reprezentuje fizicku
velic¢inu ili zamisljeni sistem kojem ce se pridruziti izvedena mjerenja.

Mjerenja se zapravo i izvode da bi se odredili neki ili svi parametri odabranog
modela. Jedan primjer primjer je geometrijski model trogla u ravni kojeg u



Euklidovom prostoru karakterisu tri ugla, tri tjemena (vrha), tri strane i orijentacija
u odnosu na odabrani koordinatni sistem (Bozic, 2007).

Procjena veli¢ine Y oznacena sa y dobije se na osnovu procjena x4, X, X3, ..., X,, od
n vrijednosti fizickih veli¢éina X;,X,, X3, ..., X, . Prema tome, vrijednost izlazne
velic¢ine ili njene procjena y je data izrazom u jed. (1.3) :

y = f(x, %2, X3, 00, Xp) (1.3)

Stohasticki model opisuje ne deterministicke ili stohasticke (po vjerovatnodi)
osobine promjenljivih koje reprezentuju opazanja. Poznata Cinjenica je da mjerenja
prate razliciti izvori greSaka koje nije moguée u potpunosti kontrolisati. Usljed
nepredvidivih uticaja, rezultati mjerenje variraju i neizbjezan su pratilac mjerenja.
Gledano s prakti¢ne strane, veoma je tesko ocijeniti statisticke osobine mjerenja.
jedan od nacina je mjerenjem iste veli¢ine u vise serija ili poredenjem izvedenih
mjerenja s ranije izvedenim pod istim okolnostima. Medutim, veoma cesto je da se
statisticke osobine mjerenja priblizno definisu (npr. ¢esto prilikom obrade tvrdimo
da su nezavisna i istih tezina). Prema tome, stohastickim modelom smatra ce se
ukupnost predpostavki o statistickim osobinama promjenljivih.

Oba modela sastavni su i obavezni dijelovi matematickog modela kojim se povezuju
rezultati mjerenja i mjerene veli€ine i ne treba ih od njega odvajati.



2 Teorija greSaka mjerenja

U ovom poglavlju obradena je opca teoriju slucajnih gresaka i definisane neke od
osnovnih metoda kojima se u okviru skupa izvedenih mjerenja otkrivaju i izoluju
preostale grube greske.

Vjerovatnoca i statisticki dogadaji povezani su, bilo da su realni ili hipoteticki.
Dogadaj se definiSe kao ishod statistickog eksperimenta (mjerenja ugla, duZine,
visinske razlike, bacanja kocke i sl.). Ukoliko statisticki dogadaj ima viSe ishoda
dogadaju se pridruzuje stohasticka ili slu¢ajna promjenljiva X. Slu¢ajna promjenljiva
X se definiSe kao jedinstvena realna vrijednost funkcije definisane u prostoru
vjerovatnoéa elementarnih dogadaja s; u skupu S. U vjerovatnodéi se polazi od
pretpostavke da se sistem ponasa po poznatom matematickom modelu. Ukupnost
elemenata koje treba prouciti i nivo zahtijevanih informacija vezanih za njih, naziva
se populacijom. U teorijskom smislu, populacija sadrzi neograni¢en broj elemenata
(mjerenja). Populacija ukljucuje sve mogude vrijednosti slucajnih promjenljivih koje
su predmet analize. Drugim rije¢ima, populaciju ¢ini sveukupnost svih mogucih
ishoda staistickog dogadaja vezanih za slu¢ajnu promjenljivu. Zbog velikog obima,
da bi se ispitale sve karakteristike populacije, bilo bi neprakti¢no analizirati sve njene
elemente. Zbog toga, iz populacie se izdvaja jedan ograni¢en broj mjerenja, koji
nazivamo uzorak i nad kojim se izvode dalje analize. Analizom uzorka, dolazi se do
zakljuc¢aka i donose tvrdnje o populaciji kojoj analizirani uzorak pripada.

Metod izbora uzorka i njegove veli¢ine utice na pouzdanost izvedenih zakljucaka.
Ocigledno je, da Sto je vedi uzorak to ¢e zakljucci biti pouzdaniji. Ni malo nije lagan
zadatak odabrati reprezentativan uzorak. Brojni problemi izazivaju izbor
nereprezentativnog uzorka koji nece dati realne rezultate. Prilikom izbora
odgovarajuéeg uzorka, mora se voditi racuna da elementi budu odabrani po principu
slu€ajnosti, Sto znaci da svaki element populacije ima istu $ansu postati elementom
uzorka. Navedena tvrdnja ekvivalentna je sljedecoj — elementi uzorka medusobno
su nezavisni, a njihov izbor je slu¢ajan.
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Ukupan skup mogudih vrijednosti slu¢ajne promjenljive X, zajedno s njenim
vjerovatnoéama u statistici se naziva rasporedom vjerovatnoce slucajne
promjenljive. Raspored vjerovatnoce opisuje razliCite vjerovatnoée mogucih
vrijednosti slu¢ajne promjenljive. Postoje dva tipa funkcije: funkcija kumulativnog
rasporeda vjerovatnoce i funkcija gustina vjerovatnoce (Bozi¢, 2007).

Funkcija kumulativnog rasporeda sluc¢ajne promjenljive X u jed. (2.1) oznacena kao
F (x) definise se kao:

P(X <x)=F(x) (2.1)

i opisuje se na sljededi nacin — vjerovatnocda da slucajna da slu¢ajna promjenljiva X
im avrijednosti manje od x ekvivalentna je vrijednosti funkcije kumulativnog
rasporeda F(x). Kako su vjerovatnoce aksiomatski definisane kao ograni¢ena
vrijednost izmedu 0i+1 (0 < P < +1), funkcija F (x) zadovoljava sljedece grani¢ne
uslove:

xlir_n F(x)=0i J}im F(x) =41 (2.2)

lako se gore navedeni uslovi u jed. (2.2) odnose na diskretne i kontinuirane
promjenljive veli¢ine, u daljim razmatranjima odnosit ¢e se na kontinuirane
promjenljive.

Funkcija gustina vjerovatnoda (Slika 2-1) definiSe se kao vjerovatnoéa pojave
slu¢ajne promjenljive u odredenom intervalu. Polaze¢i od diferencijabilne
kontinuirane funkcije, odnos izmedu F(x) i f(x) glasi:

p (2.3)
F(x) = ff(r)dr

JF (X) (2.4)
0x

fGx) =

Na osnovu gornjih izraza u jed. (2.3) i jed. (2.4)mogu se izvesti sljededi zakljucci:
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vjerovatnoca da ¢e slu¢ajna promjenljiva X biti u intervalu x4 i x, za x5 > x4
jednaka je:

*2 (2.5)
Py < X < x3) = F(x) — Fxy) = f F(rar

vjerovatnoca da ée slu¢ajna promjenljiva X primiti vrijednosti manje od
vrijednosti x; daje se sljede¢im izrazom u jed. (2.6):

1 (2.6)
P(—o0 <X < x1) = F(x;) — F(—00) = f F@)dr

— 0o

gdje je preme jed. (2.2) F(—) = 0.

P(xy < X < 00) = F(00) — F(x;) = 1 — F(x;) = f F@)dr

£ (x)

v

X1 X,

Slika 2-1: Funkcija gustine vjerovatnoce

slicno prethodnom zakljucku, vjerovatnocda da ¢e promjenljiva X primiti
vrijednosti veée od vrijednosti x; daje se sljedec¢im izrazom u jed. (2.7):

(2.7)

gdje je na osnovu jed. (2.2) F() = 1.

Na osnovu svega prethodno recenog mogu se dati dva uslova koji karakteriSu
funkciju gustine vjerovatnoce f(x):

f(x) = 0 za svako x
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. fjooof(x)dx = 1, s obzirom na to da je broj vrijednosti x beskonacan i da je
povrsina ispod krive linije gustina mora biti jednaka 1.

Da bi funkcija ima karakter funkcije gustine vjerovatnoce ova dva uslova mora da
ispunjava.

Treba napomenuti, da se funkcija gustine vjerovatnoée odnosi na ¢itavu populaciju.
Populacija se obi¢no predstavlja odredenim brojem promjenljivih koje se nazivaju
parametrima populacije. Poznavanje parametara populacije u potpunosti specificira
funkciju gustoée. Parametre uzorka neke populacije nazivamo statistikama. Svaka
statistika dobivena iz uzorka predstavlja i reprezentuje procjenu odgovarajuceg
parametra populacije.

Prethodno opisani koncept podrazumjeva jednu promjenljivu. U vecini situacija
susrecemo se s modelima s vise promjenljivih veli¢ina. U slucaju kada npr. imamo
dvije slucajne promjenljive X i Y, govorimo o dvodimenzionalnoj funkciji
kumulativnog rasporeda F(x, y). Vjerovatnoca da ¢e X po vrijednosti biti manja x
od i Y manja y ( x i y slu¢ajne promijenljive) iznosi:

Flx,y) =PX <x,Y<y) (2.8)
Slicno kao kod jedne promjenljive, ako je sa f(x,y) oznatena dvodimenzionalna

funkcija gustine vjerovatnoce i ako predpostavimo da je diferencijabilna
kontinuirana tada je:

B 9%F (x,y) (2.9)
fl,y) = W

F(x,y) = fx fy f(u,v) dudv (2.10)

Kao kod jednodimenzionalne funkcije, vrijednost vjerovatnoce nalaze se u intervalu
0<P<1,jerje:

xl_i)r_nooF(x,y) =01 lim F(x,y)=1 (2.11)

y—>—00 y—co
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Konacno, vjerovatnoca da dvije sluéajne promjenljive X i Y po vrijednosti budu
izmedu x4 i x,, te y; iy, iznosi:

2 (Y2
f f(u,v) dudv (2.12)

P(x1<X<x2,y1<Y<y2):f
V1

X1

Geometrijska interpretacija zajedni¢kog dvodimenzionalnog rasporeda gustine
vjerovatnoée mozZe se prikazati slicno jednodimenzionalnom (Slika 2-2).
Vjerovatnoca u intervalu x; = x, i y; = y, jednaka je zapremini tijela koje formira
povrs f(x,y), ravan (x,y), te vertikalneravnix = x4, X =X, y =y, iy = V5.

I 1 )
fla,y)
fla,y)
¥a
W /
X

Xq XA

Slika 2-2: Raspored vjerovatnoce dvodimenzionalne funkcije (prema (Perovic, 2005))

Kod n dimenzionalnog slucaja, n slu€ajnih promjenljivih sadrzan je u vektoru
X oblika:

X =Xy, X5, X3, 00, X 1T (2.13)
Za dati vektor, n dimenzionalna funkcija rasporeda gustine vjerovatnoce f (x) glasi:
f(x) = f(xll xZ) x3r ey xn) (214)

a njoj korespodentna funkcija kumulativnog rasporeda je:

F(x) = F(xq1, %3, X3, e, Xp) (2.15)

Vjerovatnoca da vektor slucajne promjenljive X bude po vrijednosti manji od x
iznosi:
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Fx)=PX<x)= (2.16)
X1 X2 Xn
=f f f f(uq,uz, uz, ..., up)dudu, ...du,

lako izvedeni izrazi pokazuju izvjesno uopstavanje jednodimenzionalnog slucaja,
dvodimenzionalni i n dimenzionalni slucajevi znadajno se razlikuju i kao takvi
generisu pojavu novih koncepata kao $to su: marginalni raspored, uslovni raspored,
nezavisnost i koleriranost.

Marginalni raspored definise se iz n dimenzionalnog rasporeda (za n = 2)
ignorisanjem rasporeda jedne ili viSe komponenti vektora slucajne promjenljive X.
Prema tome, funkcija marginalnog kumulativnog rasporeda slu¢ajne promjenljive
X jednaka je zajednickoj vjerovatnoci od X za vrijednosti X manje od x; i Y manje
od 400, odnosno:

x +oo
Fm(X) = P(X <xY< OO) = f f(u’v) dudv (2.17)

—00 v—00

Funkcija zajednic¢kog rasporeda gustina f(x,y) redukuje se u marginalan oblik i
glasi:
+00
(2.18)
fn(X) = f(wv)dv

Na osnovu koje se dobije funkcija marginalnog kumulativnog rasporeda od X oblika:

X
Fn(X) = f finX)dX = P(X < x) (2.19)

Neka je F(x,y) funkcija zajedni¢kog kumulativhog rasporeda dvije slucajne
promjenljive X i Y i neka su F(x) i F(y) funkcije marginalnog kumulativnog
rasporeda od X i Y. Za dvije slu¢ajne promjenljive X i Y kaZe se da su nezavisne ako
vrijedi sljedede:

fGxy) (2.20)
fn(X)

flxly) =
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Koncepti nezavisnosti i uslovnog rasporeda medusobno su direktno vezani. Ukoliko
su dvije slucajne promjenljive X i Y nezavisne, uslovni raspored od Y za dato X isti
je za bilo koju vrijednost od X i obrnuto, Sto se simboli¢ki moZe prikazati na sljedeci
nacin:

@Y _ a0 fn )
)~ )

(2.21)

fxly) = m®@) =)

2.3 Ocekivane vrijednosti slucajnih promjenljivih, varijance, kovarijanca,
korelacija i momenti

Rasporedi i funkcija gustoée slu¢ajne promjenljive X karakteriSu parametri na
osnovu kojih se ostvaruje uvid u ponasanje promjenljive.

2.3.1  Ocekivana vrijednost slu¢ajne promjenljive

Ocekivana vrijednost sluc¢ajne promjenljive X u oznaci E(X), ako postoji, definise se
kao prosje¢na vrijednost p, svih mogucih vrijednosti slu¢ajne promjenljive i racuna
se na osnovu izraza:

“ (2.22)
EQO = e = ) XiP(X)
i=1

gdje je P(X;) vjerovatnoca njene pojave. Za kontinuiranu slu¢ajnu promjenljivu X
funkcija gustoce je f(x), vrijednost za ocekivanje je:

X
B0 == | xfGodx (223)
Kada je rije€ o ocekivanoj vrijednosti vrijede sljedeca pravila:
= E(E())=EX)
» EX+Y)=EX)+E()
= E(c)=c
= E(cX)=cEX)
gdje je ¢ konstanta.
Za dvije nezavisne slucajne promjenljive vrijedi:
E(XY) =EX)E(Y) (2.24)

Na kraju, takoder vrijedii sljedece:
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E(X?) # (EX)* (2.25)

Neka je g(X) definisana kao u jednacini (2.26):
g0 = (X —EX)* = (X — 1)? (2.26)

Ocekivana vrijednost funkcije g(X) naziva se varijancom slucajne promjenljive X i
definise se kao:

var(X) = o = E(g(X)) = E[(X - E(X))Z] = (2.27)

+0oo
~ | w0 dx
-
gdje je f(x) funkcija gustoce kontinuirane slu¢ajne promjenljive X. Pozitivha
vrijednost kvadratnog korijena naziva se standardno odstupanje i oznacava se kao
o,. Varijanca i standardno odstupanje predstavljaju mjere disperzije slucajne
promjenljive. Primjenom pravila vezana za ocekivanu vrijednost, drugi oblik izraza
za ocekivanu vrijednost glasi:

o = E[(X - E(0)’| = E[(X - 11)?] (228)
= E[X? — 2Xp, + uiz]
= E(X?) = 2uE(X) + E(u3)
= E(X?) - (EQD)’

Slicno kao u slucaju varijance jedne slucajne promjenljive, za dvije slucajne
promjenljive definiSe se kovarijanca. Dvije slu¢ajne promjenljive X i Y koje imaju
zajednicku funkciju gustoce f(x, y) definisu sljedecu funkciju izrazom:

hXY) =[(X-EX)Y-EW)] = [X — )Y — )] (2.29)

Kovarijanca izmedu slucajnih promjenljivih X i Y definiSe se kao ocekivana vrijednost
funkcije h(X,Y) na sljededi nacin:

cov(X,Y) = 0y = E[R(X, V)] = E[(X — ) (Y — )] (2.30)
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U sluéaju da imamo kontinuirane slué¢ajne promjenljive X i Y vrijedi izraz iz
jednacine:

o 2.31
Oxy = f_oo f_oo (x - .Ux)(y - ,lly)f(x, y)dxdy ( )

Kao S$to varijanca slu¢ajne promjenljive izrazava varijacije njenog rasporeda,
kovarijanca opisuje medusobne promjene dvije slucajne promjenljive. Medutim,
kovarijanca nije pogodna kao mjera odnosa dvije promjenljive, jer zavisi od jedinice
mjere ovih promjenljivih. Da bi se ovaj nedostatak otklonio, njihov medusobni odnos
ili korelacija dvije promjenljive izrazava se koeficijentom korelacije i ra¢una se
pomocu izraza u jed. :

_ %y _ g <(X —-EX) (Y - E(Y))> (2.32)

Ox 0y Oy ay

Pxy

gdje su oy i gy, standardna odstupanja marginalnih rasporeda od promjenljivih X i Y.
Korelacija dvije slu¢ajne promjenljive opisuje njihovu medusobnu zavisnost i ne
treba mijesati sa stohastickom zavisnoScu koja se definiSe saglasno konceptu
uslovnih rasporeda. Korelacija i statisticka zavisnost nisu isto. Kovarijanca gy, uvijek
je nula u slucaju da su slucajne promjenljive X i Y statisticki nezavisne. Medutim,
opcenito obrnuto ne vaZi. Pa prema tome, nulta kovarijanca ne znaci statisticku
nezavisnost. U slucaju viSedimenzionalne normalne raspodjele, nulta kovarijanca
znadi i dovoljan uslov za statisticku nezavisnost. Koeficijent korelacije moze biti u
intervalu —1 < p,, <1

Srednja vrijednost, varijanca i kovarijanca su specijalni slucajevi op¢eg koncepta, koji
je poznat pod imenom statisticki momenti. Ocekivana vrijednost opce funkcije
g(X) = (X — ¢)¥, gdje je c konstanta koja moze, ali i ne mora biti jednaka nuli
naziva se statisticki moment k-tog reda slucajne promjenljive X u okolini ¢, odnosno:

My = E((X — ©)¥) (2.33)

Ako jednacinu (2.33) primijenimo na jednacine za ocekivanu vrijednost u jed. (2.22)
i jed. (2.23) u slucaju kada je ¢ = 0 dobiju se sljedeci izrazi:

L 2.34
My, = E(X*) = EX{‘ P(X;) =3
i=1
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Za diskretnu slucajnu promjenljivu, a za kontinuiranu slu¢ajnu promjenljivu izraz je:

400

my = E(X*) = f XkF(X)dX

— 00

(2.35)

Klasa momenata defisana jed. (2.35) ukljucuje tzv. centralne momente koji su od
posebne vaznosti u praksi. U ovoj grupi momenata konstanca c ima vrijednost:

tako da centralni moment predstavlja ocekivanje u odnosu na srednju vrijednost ili
matematicki napisano:

iy = E [ (X - E(X))k] (2.37)

Ako se vratimo na definiciju varijance dolazimo do zaklju¢ka da predstavlja specijalni
slu¢aj jed. (2.37), u sluéaju kada je k = 2. Prema tome, varijanca g sluéajne
promjenljive X predstavlja centralni moment drugog reda, odnosno m, = o2.

Razli¢iti momenti sluéajne promjenljive X predstavljaju osobine njene funkcije
gustode. Ako je funkcija gustoce simetri¢na u odnosu na prvi momentim, = E(X) =
Uy, svi neparni centralni momeni su jednaki nuli. Nasuprot, ako su neparni momenti
razlic¢iti od nule, njihova vrijednost ukazuje na stepen asimetricnosti ili spljostenosti
funkcije gustoce.

U slucaju dvodimenzionalnog vektora slucajne promjenljive X tri su centralna
momenta drugog reda od posebnog znacaja. Ako centralne momente drugog reda
dvodimenzionalnog vektora oznatimo kao mq, i My, promjenljiveih x i y,
respektivno, tada centralni momenti izgledaju:

Mo = E{(x —M10)*} = E((x — ux)?) = 0% (2.38)
Moz = E{(y — mo0)?} = E ((y — 1y)") = 03
My = E{(x — Myo)(y — Mp1)} =
=E (G =) (v —1y)) = 0y

Opcenito, u slu¢aju n dimenzionalnog vektora slu¢ajne promjenljive X, centralni
moment drugog reda definiSe se izmedu svih elemenata vektora. Ovako definisani
momenti mogu se urediti u matrici koju nazivamo matrica centralnog momenta
drugog reda ili varijanc kovarijanc matrica. Ova matrica je kvadratna i ima sljede¢u
formu:
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My, Mayx, o My (2.39)

M. =K. = mx2x1 mxzxz mxzxn _
xx — Bxx — : : : =
Trlx‘rlxl2 mxnxz mxnxn
[ Ox, Oxyx, = axlxn]
2
= | %x2x1 Ox, T Oxpxy =Y
O’ O’ cee 0'2
XnX1 XnX2 Xn

Normalna raspodjela ima veoma znacajnu ulogu u analizi slu¢ajnih promjenljivih. Za
slu¢ajnu promjenljivu X kazemo (Slika 2-3) da pripada slucajnoj raspodjeli sa
parametrima u i 02, u oznaci X~N(u,0?) ukoliko je njena funkcija gustode
definisana sljedec¢im izrazom u jed. (2.40)

1 _(x=w? 2.4
e 202 73 —oo< X < +4oo (2.40)
oV2an

fX) =

Osnovne osobine funkcije gustoée normalne raspodjele su:

= funkcija gustoée vjerovatnosti normalnog rasporeda simetri¢na je u odnosu
na srednju vrijednost,

= srednja vrijednost je i moda i medijana,

= prevojne tacke funkcije su udaljene za vrijednost ¢ od srednje vrijednosti,

= funkcija se asimptotski priblizava nuli kada X — oo,

= vjerovatnoca da promjenljiva X bude u intervalu izmedu vrijednosti X; i X,
definisana je krivom raspodjele osom X i granicama intervala X = X; i X =
X2

Vjerovatnoca za neke karakteristi¢ne vrijednosti intervala iznose:

P[-30y < X — py < +30x] = 0.9973
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f&X)
f&x) =

(x—p)?
e 202

avy2m

Slika 2-3: Funkcija vjerovatnosti gusto¢e normalne raspodjele
= Vrijednosti apscisa koje odgovaraju vjerovatno¢ama od 0.90, 0.95, 0.99 su
sljedede:
P[—1.6450x < X — uy < +1.6450%] = 0.90
P[—1.9600y < X — uy < +1.9600%] = 0.95

P[—2.5760y < X — uy < +2.5760y] = 0.99

= Vjerovatnoca da slu¢ajna promjenljiva ima vrijednost manju od u iznosi 0.50

Izraz u jednacini (2.40) predstavlja vjerovatnocu pojave greske u intervalu
(X,X + dX) gdje je dX beskonaéno mala veli¢ina. Kako je ve¢ prije navedeno
vjerovatnoca pojave greske odgovara povrsini ispod krive oivicene s vrijednostima
y=Xiy =X+ dX (Slika 2-4). Ukupna povrsina ispod krive vjerovatnoée gustoce
normalne raspodjele je 1.

Uvodenjem da je 4 = 0 u jednacini (2.40) vjerovatnoca se racuna kao:

teo 1 _x% )
P=f e 202dX =1 (2.41)
—o OV2T

Ako u jed. (2.40) za u = 0 usvojima da je y = f(X) i diferenciramo po X dobije se
sljededi izraz:

dy -Xx( 1 .2 (2.42)
dX o2

gdje je gornji izraz moZe biti napisan kao:
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dy —-X
ax ~ 2”7

Drugi izvod funkcije iz jednacine (2.43) ako je u = 0 bit ¢e:

Ovaj izraz moze biti napisan i kao:

dZy y X2
axz - oZ\gz 1

y=f&)

dX

F
v
[

-1 +1

Slika 2-4: Vjerovatnocda pojave sluc¢ajne promjenljive X

Prvi izvod funkcije, kao Sto je poznato, definiSe nagib funkcije u nekoj tacki. U izrazu

dy

u jed. (2.43) —= =0, u slucaju da je y =0 ili X =0, znadi da je kriva gustoce

ax

simetrica u odnosu na y osu i asimptotski se priblizava X osi kaday — 0.

Drugi izvod funkcije oznafava promjenu nagiba funkcije u nekoj tacki, odnosno
odreduje prevojne tacke, koje se odreduju izjednacavanjem drugog izvoda funkcije
s nulom. Izjednacavanjem izraza u jednacini (2.44) s nulom dobije se da su prevojne

tacke funkcijeu X = +o.
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Zae® =1iX = u = 0naosnovu izraza u jednacini (2.40) dobije se:

Y= 1 (2.47)
oV2m

koja definise centralnu ordinatu krive, inverzno proporcionalnu od g. Na osnovu jed.
(2.47) dolazi se do zakljucka da mjerenja s manjim o imaju vece centralne ordinate.
Tada je pojava greSaka s manjim intenzitetom veca, pa su mjerenja preciznija. Prema
tome, preciznost mjerenja je u direktnoj vezi s velicinom parametra o i zbog toga se
koristi kao mjera preciznosti skupa mjerenja.

Normalna raspodjela ima veoma vaznu karakteristiku da se pod odredenim uslovima
zbir velikog broja promjenljivih ponasa po pravilima normalnog rasporeda. Ova
karakteristika proizilazi iz prije spomenute centralne grani¢ne teoreme.

Ako je X slu€ajna promjenljiva normalne raspodjele sa srednjom vrijednoS¢u py i

varijancom g2 moze se definisati ekvivalentna promjenljiva normalne raspodjele
oblika:

X —ux (2.48)
Ox

Uvodenjem Z u jed. (2.40) gdje je ux = 0i oy = 1 dobije se funkcija gustoce
standardizirane slucajne promjenljive:

1 -z (2.49)
X;0,1) =——e 2
f( ) o

Funkcija raspodjele poznata je kao funkcija kumulativnhog rasporeda
standardizovane slucajne promjenljive:

X 2
F(X;0,1) =f L Taz (2.50)
—oo\/z_T[
Za bilo koji skup mjerenja koji pripada normalnoj raspodjeli, vjerovatnoéa pojave
slu¢ajne promjenljive racuna se rjeSavanjem integracijom funkcije gustoce
raspodjele. Vjerovatnoca da sluc¢ajna promjenljiva Z manja od neke vrijednosti X
racuna se:

P(Z <X)=F(X;01) (2.51)
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Povrsina ispod krive koja daje vjerovatnocu da je vrijednost X izmedu a i b odreduje
se:

Pla<Z<b)=F()—F(a) (2.52)

Ukoliko su granice istog intenziteta, a suprotnog predznaka (—a =b =1t)
vjerovatnoca se racuna kao:

P(|Z| <t) =F(t) — F(-t) (2.53)
S obzirom na simetri¢nost normalne raspodjele mozZe se pisati da je:

P(Z>t)=P(Z<—-t)za Vt>0 (2.54)

Kako je ukupna vjeerovatnoda jednaka 1, vazi da je:
1-F(t) =F(-t) (2.55)
Ako uvedemo smjenu u jednacini (2.53) jednac¢inom (2.55) dobije se da je:

P(|Z| <t) =2F(t) -1 (2.56)

Izvodenje zakljucaka o parametrima raspodjele vjerovatnoce na osnovu statistickog
uzorka naziva se procjenjivanjem. Statistika uzorka koji se koristi za procjenjivanje
naziva se procjeniteljem, sracunati rezultat naziva se procjenom ili preciznije
tackastom procjenom. Primjeri procjena su srednja vrijednost uzorka X, varijanca
uzorka sZ, kovarijanca uzorka syy i dr. Oni predstavljaju procjenitelje parametara
rasporeda u, 02, ayy, respektivno. Sa stanovista statistika sve izvedene vrijednosti iz
opaZanja predstavljaju procjene odgovarajucih parametara rasporeda. S obzirom da
se procjene mogu dobiti na vise razli¢itih nacina neophodno je uvesti odgovarajuce
kriterije.

Najvaznija Cetri kriterija su:

=  konzistentnost,

" nepomjerenost,

®= minimalna varijanca,

= efikasnost i dovoljnost
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Za procjenitelja kaZe se da je konzistentan ukoliko vjerovatnoca da e procjenitelj p
teZiti parametru p, kada n — oo konvergira ka 1, odnosno matematicki zapisano
slijedi:

lim P(Ip —pl<e) =1 (2.57)

Za procjenitelja kazemo da u vjerovatnodi konvergira ka svom parametru.

Konzistentnost kao osobina koja se veze za grani¢ni slu¢aj kada n — o, skoro pa
niSta ne govori kada je rijec¢ o uzorcima malih dimenzija. Od procjenitelja se oCekuje
da obezbijedi nepomjerenu procjenu. Ovo znaci da znaci da ocekivana vrijednost
statistike uzorka treba biti identi¢na svom parametru p za bilo koje n ili kao u izrazu:

E®)=p (2.58)

Ako izraz u jed. (2.58) vrijedi samo u slucaju kada n — oo kaZe se da je procjenitelj
asimptotski nepomjeren.

Dati su prikazi (Slika 2-5) tri razli¢ita procjenitelja od p. Prva dva su nepomjerena,
dok je treci procjenitelj pomjeren. Sistematski uticaj (bias) oznacava razliku izmedu
parametra i oCekivane vrijednosti procjenitelja. Definise se kao bias = E(p) —p i
naziva se jos sistematski efekat ili sistematska greska. Poveéanjem broja mjerenja
ne otklanja se sistematski efekat.

Minimalna varijanca je sljedeci kriterij izbora procjenitelja. Moze se vidjeti (Slika
2-5) da varijanca od p; manja od procjene p,, dok je potpuno jasno da je od P
najmanja. Kada bi imali samo kriterij najmanje varijance odabrali bi procjenu ps.
Medutim, kako je procjena od p; pomjerena, jasno je koliko je kriterij
nepomjerenosti vazan.

Vazno je istaci da se ovom slikom ukazuje i na odnos tacnosti i preciznosti. Oblik
funkcije (raSirenost) rasporeda ukazuje na preciznost, pa se nhamece zakljucak da je
P, najnepreciznija, a P53 najpreciznija procjena. S druge strane ako smo preciznost
definisali kao bliskost procjene s istinitom vrijednosti, tada su p i p, jednako tacne,
ali nisu precizne kao p3. Stoga, namece se zakljucak da je i3 najpreciznija i najmanje
tacna. Dakle, razlika izmedu tacnosti i preciznosti je u eventualnom prisistvu
sistematskog efekta.
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—>
Sistematski efekat

(3)
(1)

(2)

v

=

E(p;)
Slika 2-5: Pomjereni procjenitelj

Nepomjereni procjenitelj koji zadovoljava kriterij minimalne varijance i naziva se jo$
i efikasnim procjeniteljem. Tako, ukoliko varijanca od p; manja nego varijanca p,, a
p1 i pysu procjenitelji od p, tada je procjena P, je efikasnija, a efikasnost procjene

P, iznosi Sh /sA . Za procjenitelja se kaze da je dovoljan ako ukljuCuje sve
raspolozive mformacije parametru kojeg procjenjuje.

Za procjenu parametara postoji viSe metoda. Procjenjitelji koji imaju sve Cetiri
navedene karakteristike nazivaju se najboljim procjeniteljima. Neki od kriterija po
prirodi su asimptotski, pa se za njih kaZe da su procjenitelji s asimptoskim normalnim
rasporedom kadan — oo.

U prakti¢énim primjerima statistickog procjenjivanja iz uzorka da bi se odabrao
najbolja metoda nije nuzno provjeravati zadovoljavanje navedenih kriterija. Za
pojedine metode je poznato koje kriterije ispunjavaju.

Najcesce se koriste:

=  Metoda momenata
=  Metoda maksmalne vjerodostojnosti
= Metoda najmanjih kvadrata.

Kod metode momenata k — ti moment uzorka oblika:

_IN i (2.59)
o

26



DefiniSe procjenu k — tog momenta vjerovatnoda. Jedan od primjera je srednja
vrijednost. Ako primijenimo jednacinu (2.59) na centralni moment drugog reda,
dobije se asimptotski nepomjereni procjenitelji za varijancu i kovarijancu.

Metoda maksimalne vjerodostojnosti koristi se u statistici. Prilikom procjene
parametara, ova metoda obezbjeduje maksimalnu vjerovatnodéu. Ako su slucajne
promjenljive X; nezavisne i iste raspodjele tada vektor uzorka (X;,X>, ..., X;,) ima
zajednicku funkciju gustode oblika:

L(Xy, oo X3 D1y s D) = ﬂ [ (2.60)
n

koja se naziva funkcijom vjerovatnode. Gusto¢a f(X;) su funkcije nepoznatih
parametara pq,...,P;, koji su s vrijednostima iz uzorka povezani s p; =
g(Xi,...,Xm). Procjene p; od p; dobiju se maksimiziranjem funkcije L.
Maksimiziranje se obezbjeduje uz uslove:

oL _dInL 0 (2.61)

dp dp

RjeSavanjem ovi jednacina dobiju se procjenitelji parametara p; koje nazivamo
procjeniteljima maksimalne vjerodostojnosti. Veoma vazna osobina ove metode je
obavezno poznavanje funkcije raspodjele slu¢ajne promjenljive.

Metoda najmanjih kvadrata vise od 200 godina koristi se u mnogim naukama. Da bi
predstavili princip najmanjih kvadrata pocecemo od specijalnog slucaja. Neka
imamo n nezavisnih mjerenja iste tacnosti z,z,,...,z, neke veli¢ine z ¢&iju
najvjerovatniju vrijednost oznacimo sa Z. Po definiciji je:

Z—71=1 (2.62)
Z — Zy = Uz

Z—2Z, =7,

gdje su v odgovarajuée popravke. Za popravke mozemo reci da se ponasaju slicno
greskama. Pa prema tome, u funkciji normalne raspodjele greske mogu biti
zamijenjene poravkama, pa dobije se sljededi izraz:

2

e_;? _ Ke_hzvz (2.63)

fw=y=

o
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uvodenjem smjene za:

1 (2.64)
h=—
o2
i
_h (2.65)
=&

Kako je ranije istaknuto vjerovatnoca predstavlja povrsinu ispod krive normalne
raspodjele. Pojedinacne vjerovatnoce pojave popravaka v,,v,,...,v, dobiju se
mnoZenjem odgovarajucih ordinata y;, Vs, ..., ¥, s infitenzimalnim inkrementom
Av, odnosno:

P, = y,Av = Ke "Iy (2.66)
P, = y,Av = Ke™h*vipy

P, = y,Av = Ke "*Vipp

Vjerovatnoca simultane pojave svih popravaka od v, do v, dobije se kao proizvod
pojedinacnih vjerovatnoca:

P= (Ke‘hz"%Av)(Ke‘hZUZZAv)(Ke‘hZ"%Av) (2.67)
ili

p= Kn(Av)ne—hz(vf+v22+---+v%) (2.68)

Z je veli¢ina kojoj odgovara najveca verovatnoéa pojavljivanja, odnosno Z odgovara
maksimalnoj vrijednosti verovatnoce. Za funkciju e ™* maksimum je pri minimalnom

X, pa prema tome vjerovatnodéa je maksimalna kada je suma kvadrata popravaka
(vZ + vZ + -+ + v2) minimalna, matemati¢ki napisan izraz je:

Z v? = (Wi +vi+ -+ i) =min (2.69)

Uslov glasi: Najverovatnija vrijednost velicine (NVV) dobijena ponavljanjem
mjerenja iste tacnosti je vrijednost ostvarena uz uslov da suma kvadrata popravaka
bude minimalna.

Minimalna vrijednost funkcije dobije se izjadnacavanjem prvog izvoda funkcije po
promenljivima s nulom.
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U ovom slucaju, uslov u jednacini (uslov minimuma) ostvaruje se upravo
izjednacavanjem prvog izvoda funkcije u odnosu na nepoznatu promenljivu Z i
izjednacavanjem dobijenog rezultata sa nulom. Zamjenom sa jed. (2.62) u jed. (2.69)
dobija se:

Z v2=(Z-2)"+Z - 2)* 4+ (Z - 2y)* (2.70)

NalaZenjem prvog izvoda jed. (2.70) po Z i izjednacavanjem rezulta s nulom dobije
se sljededi izraz:

2
%:Z(Z—Zl)+2(Z—zz)+...+2(Z_Zn) (2.71)
=0

Podjelom gornje jed. (2.71) sa dva i preuredenjem c¢lanova dobije se:
Z_Zl+Z_Zz+“‘+Z_Z]_:O (272)

nz=Z1+Z2+"'+Zn

_Zl +Zz+"‘+Zn

n

U izrazu (2.72) veliina Z predstavlja srednju vrijednost (sredina) rezultata opazanja
iste veli¢ine.

Za razliku od mjerenja iste tacnosti, opsti slucaj izravnanja po metodi najmanjih
kvadrata podrazumjeva mjerenja razli¢itim stepenom preciznosti, pa prema tome i
razlic¢itim teZzinama.

Razmotrimo skup mjerenja zy, Z5, ..., z, relativnih teZina py, py, ..., Pn | popravaka
V4, V3, ..., V. Neka je najvjerovatnija vrijednost mjerenja Z. Popravke i mjerenja
vezane su jednacinom (2.62), a ukupna vjerovatnoca simultirane pojave popravaka
data je jednacinom (2.63). Polaze¢i od jednacine (2.64) u kojoj se tvrdi da je h? =
1/20? i s obzirom da su teZine obrnuto proporcionalne varijancama, dolazi se do
zaklju¢ka da su teZine direktno proporcionalne s h?. Prema tome, jednacina (---)
moZe biti napisana sljede¢im izrazom:

P = K" (Av)"e~(Prvitpavi++pnvi) (2.73)
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Maksimiziranje P u jednacini (2.73) podrazumjeva minimiziranje eksponenta, t;.
proizvod popravaka i njihovih tezina mora biti minimalan. Uslov koji se uvodi kod
primjene principa izravnanja po metodi najmanjih kvadrata za mjerenja razli¢ite
tac¢nosti ima sljededi oblik:

D1V 4 pvi 4+ ppvE = vaz = min (2.74)
Zamjenom vrijednosti reziduala iz jed. (2.62) u jed. (2.74) dobije se uslov:
pl(Z - Zl)z + pZ(Z - Zz)z + -+ pn(Z - Zn)z = min (2.75)

Interprepretacija ovog uslova je sljededa: najvjerovatnija vrijednost neke velicine
izvedena ponavlhjanjem mjerenja razli¢ite tac¢nosti je vrijednost dobijena iz uslova
da suma proizvoda teZina mjerenja i kvadrata njihovih popravaka bude minimalna.

Minimiziranje jednacine (2.75) izvodi se izjednacavanjem izvoda funkcije (2.76) po
argumentu Z s nulom:

201(Z —2z) +2p,(Z —2z) + 4+ 2p,(Z—2,) =0 (2.76)

Dijeljenjm izraza u jednacini (2.76) i nakon sredivanja dobije se:

0(Z—z)+p(Z—2z)++p(Z—2,)=0 (2.77)

P1(Z—2)+p(Z—2z)+ - +p(Z—2,)=0

P1Z1 + P2zy + o+ PpZy = P12 A p2Z + o+ Pl

sz _ zpz (2.78)

odnosno,

Odakle slijedi da je:

xpz (2.79)
7 =
Xp
Sto predtstvlja izraz za opcu aritmeticku sredinu.

Vaino je istaéi, da primjena principa najmanjih kvadrata ne zahtijeva prethodno
poznavanje raspodjele opaZanja.
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Kako je veé vise puta ranije re¢eno direktna i indirektna mjerenja su funkcionalno
zavisna, a njihova zavisnost definiSe se matematic¢kim modelom. Primjeri indirektnih
mjerenja su brojni, npr. koordinate tacaka dobiju se iz mjerenih duZina i pravaca,
visine tacaka dobiju se iz ¢itanja na letvama u postupku geometrijskog nivelmana i
sl. S obzirom da direktna mjerenja neizbjezno sadrze greske, sve vrijednosti koje iz
njih proisteknu, takoder su opterecena greSkama. Pojava prenosa gresSaka s
direktnih na indirektne veli¢ine u toriji greSaka naziva se prostiranjem, prenoSenjem
ili prenosom gresaka.

Prilikom daljnjeg razmatranja problema imat ce se u vidu da su sistematske greske
eliminisane. Da bi se izvela osnovna jednacina prenosa gresaka uzet ¢e se u obzir
sljede¢a funkcija jednostavnog oblika z = a;x; + a,x,, gdje su x; i x, dvije
nezavisno opaZane veliine sa standardnim greSkama o, i g,, dok su a; i a,
konstante.

S obziro da su su x; i x, dva nezavisna opaZanja svako od njih posjeduje razli¢itu
funkciju gustina vjerovatnoca. Neka greske pri n opazanja x; iznose &i,&l, ..., €}, a
greske n realizacija x, neka iznose &5, €3, ..., €7, a neka je z; tacna vrijednost od z.
Tada je:
_ i i i iy — i i i i
Zr = al(x1 — 81) + az(x2 - 82) =aix] +axx; — (a1£1 + azsz) (2.80)

_ i i i i) _— i ii ii i
Zr = al(x1 — & ) + az(x2 —& ) =a1x; +azxy; — (a1£1 + ayg;
— n n n ny — n n n n
zr = a1 (x]' — &1') + a,(x7 — &) = a1 xT' + azxy — (a1€7 + a&;

Na osnovu gornje jed. (2.80) vrijednosti z iznose:

zl = a;xi + a,x} (2.81)

z% = ayxtt + ayxy

Z" = a;x1 + ax¥

Zamjenom izrazom (2.81) u jednacini i preuredenjem dobije se izraz:
7t — zp = (a1€l + ay€h) (2.82)
7% —zp = (@€l + ay €l

—zr = (a11 + azey)

Prema izrazu za varijancu populacije no? = Yitq €2, zbir kvadrata gre$aka u izrazu
(2.82)iznosi:
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- (2.83)
Z = (alsl + azsz) + (alsl + aye; ) + -
i=1

+ (ay &t + az€3)?
Preuredivanjem izraza (2.83) dobije se:
no? = (als{)z +2a,elael + (azsé)z + (aleii 2 (2.84)
+2a18{"'a2£2 + (azs ) +-
odnosno,

nog = ai(el + el + - + £]'?) (2.85)
+ a%(s‘z +'£"‘2 + o+ 2
+2aya,(elel+ellel + - + el'ell)

Unosenjem simbola u izraz dobije se:

n 2 n n 2
2 _ i=1 €1 i=1 €182 2 [ Zi=182 (2.86)
o =a +2aqia, | ————= |+ a} [ ——=
z 1 < n > 1“2 < n ) 2 ( n

Ako u zagradi izvrS§imo zamjene s ranije definisanim veli¢inama a,?l, Oy, x| cr,%zizraz

u jednacini (2.86) prelazi:

07 = ajof, + 20,050y, + 0507, (2.87)
Izraz u jednacini (2.87) moZe se napisati u matricnom obliku:

O Oxx, [al] (2.88)
az

I, =[0 az] [

Ux1x2 ze

gdje je X, varijanc kovarijanc matrica funkcije z.

Prema tome, u skladu s izvedenim izrazima slijedi da u slucaju da z funkcija ima n
promjenljivih x4, x5, ..., X, vrijedi sljededi izraz:

2 .
[ Ox, Oxix, ¢ lexn (2.89)
2 :
X, =[a ax .. au] Ox%1  Ox, : szxn

Ox;n  Oxyx,

U slu¢aju da imamo m funkcija sa n mjerenja imamo sljededi izraz:
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. 2 :
aiq aqp : Ain Ir le lexz . lexn] (290)
a1 Q2 @ dzp 2

zzz = 2%X1 2 2Xn
2
Am1 Amz2 - Amn |.0xmx1 Oxmx, == Ox, J
11 Q12 ¢ Qun
a1 Az : Qpn
Am1 Amz - Qmn

Ako je funkcija nelinearna, linearizira se razvojem u Tajlorov red zaklju¢no s prvim
redom. Oznake a4, a3, ... Zamjenjuju se parcijalnim izvodima funkcija z¢, z5, ... Z;,
po mjerenjima x4, X5, ... X, pa izraz varijanc kovarijanc matrice poprima izraz:

0n 0n , on) 251)
axl axz ) axn 0.2 g : g
05, 0 om0 T D %o
EZZ: axl axz axZ *2%1 *2 ) *2%n
aZm aZm . aZm Oxmxy  Oxmx, - O-’?nJ
[dx; Ox, = 0xyl
[0z, 0z . 0zq]
0x; 0x, ~  0xp
0z, 0z, . 02z,
ox; 0x, ~ 0x,
9z, 07y Oz
[0x, 0x, ~  Ox,l

Izrazi u jednacinama (2.90) i (2.91) poznati su kao opsti zakon prenosa varijance za
linearne i nelinearne jednacine, respektivno i simboli¢ki moze se pisati kao:

z,,=ATYA (2.92)

gdje je X; varijanc matrica mjerenih veli¢ina. U slu¢aju da se radi o nelinearnim
jednacinama, matrica A dobije se njihovom linearizacijom, a u literaturi ¢esto se
naziva Jakobijan matrica.

Ukoliko su mijerenja x4, x5, ... X,, medusobno nezavisna tada su nedijagonalni
elementi matrice X; uizrazima (2.90) i (2.91) jednaki nuli pa poprimaju sljededi oblik:

33



CERNCPIN aln [0%, P07 (2.93)
%, = a2_1 l P00
Am1 amz O-gn
a2 A1in
a21 az> Qon
Am1  Am2 Amn
i
07 0z 0] (2.94)
0x; 0xy 0xy, 6z 0 07
0z, 0z, 0z, o
== — ¢ —I10 oy 0
zZZ— ax1 axz axz 2
aen aen - T o 2
0Zy 07y, 0Zp, Lo o Gan
[dx; Ox,  0xyl
(0zy 0z; | 0z
0x; 0x, 0xy
0z, 0z, . 02z,
0x; O0x, — 0xy
0z 0z 02y
_axl axZ axn_

Ukoliko se radi o samo jenoj funkciji z s nezavisnim mjerenjima x4, x5, ... X, tada
izraz (2.94) ima oblik:

2 2 (2.95)

B (621 >2+<621 ) N +(621 )
0z = 0x, Tx1 0x, Ox 0x, Txn

Jednacine (2.93), (2.94) i (2.95) jednim imenom se nazivaju specijalni zakon prenosa
varijance. Na osnovu prikazanih izraza moZe se vidjeti na koji nacin se greske
statisticki nezavisnih mjerenja prenose kroz funkciju. U navedenim jednacinama,

pojedini c¢lanovi %Jxl prezentiraju pojedinacni doprinos ukupnoj greski koja
1

nastaje kao posljedica greSaka mjerenja. Ukoliko je ukupna greska znacajna, uvidom
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u pojedinacne doprinose otkrivaju se dominatni uticaji, na osnovu cega se pravi
optimalan plan opaZanja kako bi se tim mjerenjima dao odgovarajudi znacaj.
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3 Gauss—Markov model izravnanja

Za uspjeSno provodenje procesa racunanja usvojeno je nekoliko razlicitih
funkcionalnih modela za jednacine opaZanja, koje povezuju opazanja sa nepoznatim
parametrima. Najpopularniji i najéesce koristeni je parametarski model izravnanja
(Bahr i dr., 2007). Ovaj model je prikladan u svim slucajevima ako se svako mjerenje
moZe izraziti kao funkcija nepoznatih i nezavisnih parametara.Kao rezultat
parametarskog izravnanja dobiju se vrijednosti nepoznatih parametara. Medutim,
ovaj model izravnanja takoder provodi statisticku obradu i raCuna parametre koji
definiSu kvalitet, kako nepoznatih, tj. trazenih parameta, tako i mjerenih velicina.
Parametarski model je zbog svoje uniformnosti jednostavan za programiranje.
Parametarski model procjene je dobro poznat i opsti alat u geodeziji, te se u ovom
radu nece dati iscrpan prikaz, nego samo kratak pregled.

Svaki element n-dimenzonalnog vektora opazanja izrazen je kao funkcija u-
dimenzionalog vektora traZenih parametara. Skup n diferencijabilnih funkcija
f(X) u parametara X koji se procjenjuju razvijese u Taylorov red u okolini tatke X,
(Bahridr., 2007).

af

fX) = f(Xo) +m(x —Xp) + 0{(X — X()%}

(3.1)

S vrijednostima opazanja L, vrijednostima funkcije f(X) i izostavljanjem izraza
drugog reda, jednacina opaZanja za izravnanje u Gauss — Markovom modelu moze
biti napisana sljedeéim izrazom:

l=Ax+¢€ (3.2)
sa.
l=L-f(Xy) (3.3)
x :X_XO
_of _of
T 0XT  9xT
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gdje je:

l- vektor n X 1 skracenih opazanja,

x — vektor u X 1 skra¢enih parametara,
A -n X u dizajn matrica,

€ -n X 1 vektor gresaka.

Ako se uvedu operatori za matematicko ocekivanje (E(-)) i disperziju (D(-))
funkcionalni i stohastic¢ki model opaZanja se moze dati sljedeéim izrazima:

E)=4AX=1—-¢€ (3.4)
D) = Cy (3.5)
gdje je n X n kovarijanc matrica opazanja C;;.Uvodenjem predvidenih greSaka €,
n X 1 vektor popravaka dat je sljedeéim izrazom:

vV=©¢ (3.6)

Uvodi se pozitivno definitna matrica teZina P za koju obi¢no vrijedi P < Cj;*. Ako
se primijeni uslov najmanjih kvadrata, tj. matematickiizraz u kojem je suma kvadrata
popravaka pomnoZena odgovarajuéim teZzinama minimizirana:

v Pv > min (3.7)
sistem normalnih jednacina moZze biti izveden u sljede¢em obliku:
ATPAX = A"Pl (3.8)
NXx=n
Uvedene su oznake za matrice normalnih jednacina, N = ATPA i na desnoj strani

vektor n = ATPL. Rje$enje normalnih jednacina, pod uslovom, da je matrica
regularna dato je izrazom:

X=N"1n (3.9)
1=4x (3.10)
v=1-1 (3.11)

gdje je:
X - procijenjeni vektor nepoznatih parametara,

A

L - procijenjeni vektor opazanja,
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v - procijenjeni vektor popravaka.

Procjena najmanjih kvadrata je nepristrana, bududi da vrijede sljedeci izrazi (Bahr i
dr., 2007),:

D(®) = N1 = Qg4 (3.12)
D(I) = Cj; = ACAT (3.13)
D(v) =Cyy, =€y — Cp (3.14)

gdje je:
2% —Matrica kofaktora procijenjenih parametara,
C;;- kovarijanc matrica procijenjenog vektora opaZanja,

C,, - kovarijanc matrica procijenjenog vektora popravaka.

Za daljna razmatranja u ovom radu veoma ¢e vazno biti dobro upoznat s konceptom
jedini¢nog varijanc faktora i njegovom procjenom. Pristup ovom problemu sastoji se
u prosirenju stohastickog modela (Bahr i dr.,2007)

DD = Cy =05Qy = oGP (3.15)
Kovarijanc matrica opaZanja C;; rastavljena je na matricu kofaktora Qy; i skalarni

faktor o¢, koji je nazvan varijanca jedinice teZine — jedini¢ni varijanc faktor ili a priori
varijanc faktor.

Uvodenjem procjene varijanc faktora 62, kovarijanc matrice za vektore X, 1iv mogu
takode biti rastavljene, kao sto slijedi:

Csz = 65 Qsz (3.16)
Cj; = 65Qy (3.17)
Copy = 6(%vi (3.18)

Primjenom univerzalne formule za matematitko ocekivanje kvadratne forme y" My
(Koch K. R., 2004) mozemo pisati sljedece:

E(y"My) = E(tr(0(»)M)) + (E()) ME(y) (3.19)
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Nepristrana procjena 6§ varijance jedinice teZine, takode nazvana kaoa posteriori
varijanc faktor, dobiven je raCunanjem sume kvadrata popravaka pomnoZenih
odgovaraju¢im tezinama:

E(vTPv) = tr(C,,P) (3.20)
= 0§tr(QuyP)
= o5 [tr(QuP) — tr(Q;)]
=a§(n—w)
te se dolazi do izraza za jedini¢ni varijanc faktor:

T
52 = v' Pv (3.22)
(n—uw)

Iz jednagine (3.21) je jasno da je procjena varijanc faktora ¢ nepristrana procjena.
Uvedena je prekobrojnost r, koja je ekvivalentna broju stupnjeva slobode u
problemu izravnanja:

r=n—u=tr(Qy,P) (3.22)

U predstoje¢im razmatranjima veoma je vaino da prekobrojnost r mozZe biti
podijeljena u brojeve prekobrojnosti:

rn=n—u=[QuwPl; zavVi=1..n (3.23)

gdje ['] oznadavaii - ti element glavne dijagonale. Svaki broj prekobrojnosti odgovara
pojedina¢nom opazanju. Njegova suma je:

z":ri _, (3.24)

i=1
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4 Vektor mjerenja u prostornoj geodetskoj mrezi

Klasicha mjerenja u geodetskim mreZzama su horizontalni pravci, duZine, zenitne
udaljenosti, visinske razlike, koordinatne razlike i mjerenja udaljenosti izmedu
tacaka pomocu satelitskih metoda.

4.1 Jednacine popravaka

Jednacdine popravaka predstavljaju funkcionalnu vezu izmedu mjerenih veliéina i
trazenih veli¢ina (parametara), kojima se definiSe funkcionalni model. Definitivne
vrijednosti opazanja L; lahko je napisati kao funkciju pribliznih vrijednosti
nepoznatih parametara i njihovih popravaka.

Jednacine se pisu kao Sto slijedi (Lother & Strehle, 2007):

Li=L;+v;=F(xyg +6x,5 + 8y, ..., t + 8t) (4.1)

R=x0+6x,9 =y +6y,..,t =ty +6t (4.2)
gdje je:

X0, Yo, -, to - priblizne vrijednosti nepoznatih,
6x, 8y, ..., 6t - popravke pribliznih vrijednosti nepoznatih i
£,9,...,t - definitivne vrijednosti nepoznatih veli¢ina.

Za nelinearne jednacine, neophodna je linearizacija razvojem u Taylorov red (Lother
& Strehle, 2007) kako je to navedeno u jednacini (3.1), pa se moZe pisati:

- JdF oF (4.3)
L; = L; +v; = F(xg, Yo, -, to) +a(5x +@6y+
+6F &t
ot

Iz gornje jednacine jednostavno izvedemo opstu jednacinu popravaka:
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JoF JoF (4.4)

oF
v; = F(xg,Y0, -, to) +a8x + ayé‘y+ e+ —6t

— Li
Iz opste jednacine popravaka (4.4) izraze se koeficijenti jednacine popravaka:

at

@ = 0F o dFy u = dF; F. (4.5)
N e L S | P

koji ¢ine elemente dizajn matrice A4, a

li = Fi(xo;y'o:---:to) _Li (46)
su elementi vektoral slobodnih ¢lanova.

4.1.1 Jednacina popravaka horizontalnog pravca

Horizontalni pravac izmedu dvije tacke P; i Pyje Citanje na horizontalnom krugu
(limbu) teodolita. Redukovani horizontalni pravac je horizontalni ugao koji zaklapa
pocetni pravac i pravac prema odabranoj tacki. Da bise mjerenje povezalo s
nepoznatim parametrima, mora se redukovani pravac odgovarajuée orijentirati.
Mora se odnositi na pocetni pravac, koji je paralelan pozitivnom kraku x osi, u kojem
se izrazavaju nepoznati parametri, najcesée koordinate tacaka. Redukovanom
pravcu dodase orijentisani ugaoo; — to je ugao, Sto predstavlja ugao koji pocetni
pravac zaklapa s pravcem pozitivnog kraka x osi.

® P,

e

¥

>

Slika 4-1: Mjerenje horizontalnog pravca (prema (Lother & Strehle, 2007))

41



Funkcionalna veza (Slika 4-1) opazanog horizontalnog pravca 1y, i nepoznatih
parametara koordinata tacaka P;(X;, ;) i P, (Xk, Vi) je data sljedecom relacijom

(Lother & Strehle, 2007):

Tik + Vik = Vi — 0; = arctg

Razvojem u Taylorov red i zadrZavanjem prvih

Yk =i

~ ~

Xk — Xi

(4.7)

¢lanova, ako su dobro poznate

priblizne vrijednosti nepoznatih parametara dobije se:

Yo — Yio
Tik + Vi = arctg—l — 0jp (4-8)
Xko — Xio
1 Yko — Yio
2 2 0%;
1+ (yko—yzo) (Xko — Xi0)
Xko—Xio
—(Xko — Xi0)
— 20V
(Xko — Xi0)
—(Yko — Yio) Sx
- - 20Xk
(Xro — Xi0)?
(Xko — Xio)
—— = 6yx| — bo;
(xko — Xi0)? !
Jednacina se preoblikuje i dobit ¢e se sljededi izraz:
Yko — Yio Yko — Yio
Vi = arctg=————— — 0; + 2—16951- (4.9)
Xko — Xio Siko
— (ko — Xi0)
+ - 53’1
( Siko )
— ko — Yio
+ —ldxk
2
( Siko )
Xko — Xio
——— 06y, — 60;
Siko
Ako se oznace ¢lanovi iz izraza (4.9) sa:
Yko — Yio
Viko = arctg=———— — 0;o,
Xko — Xio
0Tiko _ Yko — Yio _ SiNVio ko (Vko —Yio) _ Sinvyg
Oxin 2 ey = Qik, P) - 2 - T o
Xio Siko Siko Xko Siko Siko
= Ak,
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Origo _ (Xgo — Xi0) _ COSVigo _

Oriko _ (Xro — Xi0) _ €OSVirgo
- = by, - . —
9Yio Siko Siko Yko Siko Siko
= bki)

lik = Viko — 0i0 — Tik-
opsta jednacina popravaka opazanog horizontalnog pravca je:
Vik = Qi0x; + by 6y; + ayi6xx + b6y, — 60; + Lk (4.10)
4.1.2 Jednacina popravaka za horizontalne duZine

Udaljenost izmedu tacke P;(%X;, ¥;)i tatke Py, (X, i )rauna se pomocuPitagorinog
pravila iz pravouglih koordinata (Slika 4-2).

Sik = ik + Vi = P — 9% + (Bi — £1)? (4.11)

y

>

Slika 4-2: Horizontalna duZina ( (Lother & Strehle, 2007))

Kako je funkcionalna veza nelinearna, potrebno je izvrsiti linearizaciju. Razvojem u
Taylorov red, zadrZzavanjem prvih ¢lanova reda, uz dobro poznavanje pribliznih
vrijednosti nepoznatih parametara dobije se izraz (Lother & Strehle, 2007):

Sik t+ Vik (4.12)
= 1/(3’k0 = Yio)? +1(xko — Xjp)?

[—2(xko — Xi0)6x;

+ —

2 \/(YRO — Yio)? + (Xko — Xj0)?
= 2(¥ko — Yio)0yi + 2(xxo — Xi0) O X
+ 2(Vko — Yi0)6Vk]
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Preoblikovanjem gornje jednacine dobije se izraz:

Xpo — Xi — .
Vi = _( k0 i0) Sx; — (Yko — Yio) 5y; (4.13)
Siko ( ) Siko ( )
X0 — X; — v
n k0 i0 5%, + Yko — Yio 5y
Siko Siko
+ Siko — Sik

Ako ¢lanovi iz izraza (4.13) oznacekao sto slijedi:

9Siko (Xko — Xio) 0siko  (Xko — Xio)
= ————— = —COoSty = i, =

dxio Siko 0Xko Siko

= COS tik = Agi
OSiko (Yko — Yio) . _ OSiko (Yko — Yio)
a——_——_smtik—bik' 3 =
Yio Siko Yko Siko
= sin tik = bki'

lik = Siko — Sik,
opsta jednacina popravaka opazane horizontalne duzine je:

Vik = aiké'xi + bik6yi + akink + bki6yk + lik (414)

U izravnanju prostornih mreza koriste se jednacine popravaka za prostorne duZine.
Kosa duZina u prostoru izrauna se iz tri koordinatne razlike, Sto znaci da jednacina
opazanja treba da sadrzi i visinske koordinate.

Opazanu kosu duzinu izmedu tatke P;(%;, 9;, ;) i tacke Py (%y, 9y, Hy) redukuje se
samo za meteoroloske popravke.

Funkcionalna veza opaZane prostorne duzine (slika 3-3) nepoznatih parametara data
je izrazom (Lother & Strehle, 2007):

S

dik = dik + Vik (415)

~ ~ ~ ~ —~ ~\2
= \/()’k — 92+ R — %)%+ (A — H)

Funkcija je nelinearna, te je potrebno razvojem u Taylorov red izvrsiti linearizaciju.
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Ako su poznate priblizne vrijednosti, zadrzavaju se prvi ¢lanovi Taylorovog reda, pa

jednacina opaZzanja izgleda kao:

dig + Vi =
= 1/(3’1{0 —¥io)? + (Xko _1xi0)2 + (Hyo — Hip)?

+ = [—2(xo

2./ Wko — Yio)? + (xxo — xi0)? + (Hyo — Hip)?
— Xi0)0x; — 2(¥ko — Yio)0yi — 2(Hyo — Hyp)SH;
+ 2(xko — xi0)8xk + 2(Vko — Vio) Ok
+ 2(Hyo — Hip)6H;]

M
H
x
>

Slika 4-3: Prostorna duZina (prema (Lother & Strehle, 2007))

Preoblikovanjem gornje jednacine dobijese izraz za jednacinu popravaka:

_ (Xro — Xi0) (Vko — Yio)
Vig = — 6x; — 8yi
diko " Y )diko ( )
— . x —_— x.
_ kO i0 5Hi + kO i0 6xk
: diko ) " dikOH )
n Yko — Yio Sy + ko i0 SH;
diko diko
+ diko — dik

Ako se clanovi iz jednacine (4.17) oznace kao:
Odigg  (Xko — Xi0) _ SNz Cosve = & ddiro _ (xro — Xi0)
=- =- ik ik = Qik» =
Oxio diko 0xko diko
= sin z;, COS Vi, = Qy;
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ddiko _ _ ko — Yio) _ ddiko _ (Vko — Yio)

—sin zj, sinvy, = by,

dyio diko 9Yio diko
= sinz;, sinvy, = by,
ddiro ~ (Hgo — Hio) oSz = ¢ 0dio  (Hio — Hyo) cos 7
= _ S % = Cikr = = ”
0H;o diko ' ' 0Hyo diko l
= Cik
lix = dixo — dir,
opsta jednacina popravaka opazane prostorne duzine je:
Uik = Qi 6x; + by 8y; + ar;6x) + b6y + ¢y 6H; (4.18)

+ Cki(SHk + lik
4.1.4 Jednaline popravaka zenitnih udaljenosti

Prilikom izravnanja prostornih mreza, pored horizontalnih pravaca i kosih duzina
ukljucene su i zenitne udaljenosti. Funkcionalna (Slika 4-4) lahko se napise na osnovu
horizontalne ili prostorne duzine.

M

H

Slika 4-4: Zenitna udaljenost (prema (Lother & Strehle, 2007))

Funkcionalna veza (Lother & Strehle, 2007) opazane zenitne udaljenosti i trazenih
parametara data je izrazom:
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VO = 9%+ R — )2 (4.19)
g = —
(A — Hy)

Zix = Zix + Vi = arct

Sik
(A, — H)

Nelinearna jednacina se razvije u Taylorov red i zadrZe se prvi ¢lanovi uz poznavanje
pribliznih vrijednosti nepoznatih parametara te se dobije izraz :

JOko = Yio)? + (xro — xi0)2 (4.20)
(Hyo N Hj)

Zj + vy = arctg

_|_

1+ (\/(YkO_YiO)Z+(xk0_xi0)2)2
(Hko—Hio)
—=2(xgo—%io) (Hro—Hio)
2/ (Vko—Yi0)2+(Xko—%i0)? Sx:
(Hyo — Hip)? '

—2(Yro—Yio) Hro—Hio)
+ (2\/(3’k0—3’i0)2+(9€k0—xi0)2

5 .
(Hio — Hio)? Vi

(\/(J’ko = Yio)* + (xgo — xi0)2> SH,

+

(Hyo — Hip)?
2(xko—%io) (Hro—Hio)
2 (Vko—Yi0)2+(xko—%i0)?
(Hyo — Hip)?

( 2(Yko—Yio) (Hrko—Hio)

5xk

2 (Vko—Yio)2+(xko—%i0)?
(Hyo — Hip)?

+
+

Sy

o (7Y Oxo = yi0)? + Goo = xio)2> 58,

(Hgo — Hip)?

Preoblikovanjem gornje jednacine dobije se sljedeci izraz za jednacinu popravaka za
zenitne udaljenosti:
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S arctg\/(J/ko — Yio)? + (xro — Xi0)? (4.21)
% =
' (Hio — Hyo)
(ko — Xi0) (Hxo — Hyp)
- D) 8Xi
dikSik
ko — Yio) (Hko — Hip)
- 2 6yl
s dikSik
ik
+ —06H;
di. "
(xko — Xi0) (Hxo — Hyp)
D) 8xk
dikSik
Vko — Yio) (Hyo — Hig)
+ d2 6yk
< ikSik
— = 8Hy — zy
dik
Ako se ¢lanovi oznace sa:
0Ziko _ (xko — Xi0) (Hyko — Hyp) __ COS Zj COS Vi, —a 0Ziko
[ dizksik dik e Xy
_ (xko — Xi0) (Hyo — Hip) _ COS Z;, COS Vi, — a
dizksik dik i
0Ziko __ (Yko — Yio) (Hko — Hip) _ oSz sin vy, o 0Ziko
9Yio diszik dik e Yio
(Yko — Yio)(Hko — Hyg)  €OS Zj, sinvy
= 2 = = by
dikSik dik
aZikO _ Sik _ Sinzik _ aziko _ Sik Sinzlk
OHo  d%  dw O 9H,  d dy Gk
lik = Ziko — Zik-
Na osnovu izloZenog opsta jednacina popravaka za zenitne udaljenosti je:
Vi = ai0x; + by 8y; + a6xy + b6y + ¢ 6 H; (4.22)

+ Cki6Hk + lik

Mjerena veli¢ina u trigonometrijskom nivelmanu je visinska razlikaAh;;, dobivena
na osnovu mjerenja duZined;, i zenitne udaljenostiz;,. Proces izravnanja u
trigonometrijskom nivelmanu je isti kao u geometrijskom nivelmanu, razlika je samo
u odredivanju teZina. Racunanje visinske razlikena osnovu rezultata mjerenja (Slika

4-5) izvodi se na osnovu izraza:
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Ahj, = dj, coszy, +i—1 (4.23)

Visinska nivo ploha

Slika 4-5: Mjerenje visinske razlike trigonometrijskim nivelmanom (prema (Lother &
Strehle, 2007))

TraZeni nepoznati parametri su definitivne visine tacaka A, i, ..., H,,.

Funkcionalna veza izmedu mjerene visinske razlike Ah;; i trazenih parametara,
definitivnih visina tacaka data je sa (Lother & Strehle, 2007):

hix = Ahy, + vy = H, — H; (4.24)
Funkcionalna veza je linearna, te nije potreban razvoj u Taylor ov red. Jenacina
popravaka za mjerenu visinsku razliku data je izrazom:
Vi = —6H; + 8Hy + (Hyo — Hio) — Ahyy (4.25)
Opsta jednacina popravaka za visinske razlike je:
Vi = —6H; + 6H, + [, (4.26)
4.1.6 Jednaline popravaka koorinatnih razlikaAx i Ay

Funkcionalna vezaizmedu mijerenih koordinatnih razlika dy i dxi traienih
parametara data je izrazom (Lother & Strehle, 2007):

AP = Ay + Vpy,, = i —
Axl-k = Axik + vAxik =Xk —

= D

~

i (4.27)
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Funkcionalna veza je linearna, te u ovom sluéaju nije potreban razvoj u Taylor - ov
red.

Jenacina popravaka za dredivanje popravaka koordinatnih razlika dyi dx je:

Vayg = =0Yi + 8Yic + (Vko = Yio) = BYik (4.28)
Vaxy = —0%; + 0x; + (xko — Xi0) — Axype

Jenaclina popravaka za mjerene koordinatne razlike dyi dx date su sljedeé¢im
izrazima:

Vayy = —0Yi + 8yi + lay,, (4.29)
vAxik = —5xl- + 5Xk + leik

Vektor mjerenjaje heterogene prirode, tesu mjerenja razlicite tacnosti. Postavlja se
pitanje: kako treba vrednovati tacnost izvrSenog mjerenja da bi kvaliteta mjerenja
na najbolji nacin bila predstavljena u izravnanju? Za skup nekoreliranih opazanja,
mjerenja visoke tacnosti, iskazano malim vrijednostima varijance, podrazumijeva
dobra opazanja, u izravnanju bi trebalo da dobiju relativno male korekcije. S druge
strane, mjerenja niske preciznosti iskazane velikim varijancama, podrazumijeva
opazanja sa znacajnim greSkama, pa stoga u izravnanju dobivaju vece popravke.

TeZina opaZanja je mjera njegove relativne vrijednosti u poredenju sa drugim
mjerenjima. TeZine se koriste da definiSu znacaj pojedinacnih mjerenja, od cega
zavise veli¢ine popravaka mjerenja prilikom izravnanja. Preciznija opZanja, vece
teZine; drugim rije¢ima, manja varijanca, veca tezina. MozZe se intuitivno reci da su
tezZine obrnuto proporcionalne varijancama. Varijance mjerenih velic¢ina dobijemo a
priori ocjenom tacnosti (preciznosti) mjerenja, gdje varijanca predstavlja kvadrat
standardnog odstupanja o.

TeZina mjerene veliCine se moZe napisati kao odnos konstante i varijance (Ghilani &
Wolf, 2006):

_k (4.30)
pi = —-
i
TeZine mjerenja odreduje se na viSe nacina, ovisno o nacinu odredivanja
standardnog odstupanja, a prema tome i varijance. TeZine lahko odredujemo na
osnhovu:
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= prethodne ocjene mjerenja,
= preciznosti instrumentarija,
= modela predstavljanja mjernog postupka (npr., trigonometrijski nivelman:

1/S?, nivelman 1/S ...).

Kod uglovnih opaZanja ima viSe mogucnosti. TeZine se odrede na osnovu analize ili
ocjene ta¢nosti nakon izvrSenih mjerenja, a moze se odrediti i na osnovu deklarirane
tacnosti instrumenta.

Ako se zeli odrediti standardno odstupanje nakon mjerenja, a postoje prekobrojna
mjerenja, moZe se koristiti nekoliko nacdina odredivanja. Svaki od nacina ima
prednosti i nedostatke koje treba uzeti u obzir, prije donosSenja odluke o izboru.

Poznati nacini racunanja standardnogodstupanja horizontalnog ugla su (Mihajlovi¢,
1974):

= iz odstupanja od aritmeticke sredine §
— ugao mjeren u jednom girusu:

(4.31)
o=
— Za ugao mjeren un girusa:
o
- (4.32)
0. =
" oVn
= iz greSaka zatvaranja horizonta fy:
- ugao mjeren u jednom girusu:
st (4.33)
VS
— Za ugao mjeren u n girusa:
o, = oVn. (4.34)

gdje je S broj uglova. Ovo odstupanje moze se racunati ako su uglovi mjereni po
metodi zatvaranja horizonta.

= iz greSaka zatvaranja trougla f
Ako su uglovna odstupanja u trouglu f nezavisne veliCine, za odredivanje

standardnog odstupanija koristi se Ferer - ova formula (Mihajlovi¢ & Aleksi¢, 2008):
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(4.35)

gdje je N broj trouglova.

4.2.2 Taénost (preciznost) horizontalnih pravaca — girusna metoda — redukovani
pravci

Standardno odstupanje pravaca mjerenih girusnom metodom moZe se odrediti
nakon mjerenja na dva nacina:

= Za svaku pojedinacnu stanicu, standardno odstupanje opaZanog pravca
racuna se kao (Mihajlovi¢, 1974):

vTv (4.36)
0= |—————=
r—-1D(n-1)
Gdje sevTvracunana sljededi nacin:
ndld 437
VTV — de _ 21 L ( )
r
d; - odstupanje redukovanih pravaca od aritmeticke sredine,
T - broj pravaca
n - broj girusa
Standardno odstupanje redukovanog pravca je:
Ored = aVv2 (4.38)

=  Za Citavu mrezu po Ferer - ovoj formuli, standardno odstupanje opazanih
pravaca racuna se kao:

T (4.39)

4.2.3 Tacnost (preciznost) duZinskih opaZzanja

Kako tac¢nost duZine zavisi od sistematskog i slucajnog uticaja, odredivanje tacnosti
zavisi o veli¢ini duZine.

Jednacina za odredivanje tacnosti mjerene duZinedata je sa (Kogoj, 2006):
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0% = 0frmiS + Ofpmm)S* (4.40)

Koristeci predhodnu jednacinu ima viSe moguénosti:
= sve duZine izmjerene istom tacnoscu

Ovakva se situacija javlja u mrezama manjih dimenzija, gdje su duzZine sli¢nih
dimenzija, pa sve duZine imaju iste teZine.

Usvoji se da je k = g, paiztogaslijedi, dajep = 1.
= kratke duZine geodetskih strana

Kad je mreza malih dimenzija, onda preovladavaju kratke duZine, te se pretpostavlja
da dominira slucajni uticaj, dok sistematske greSke imaju minimalan uticaj.
Standardno odstupanje pojedinacne duzine se racuna kao :

01 = oo/S; (4.41)
Ako se usvojik = a¢, slijedi da je p; = Sl

= duge duzine geodetskih strana

U slucaju dugih duZina preovladava sistematski uticaj, dok sluc¢ajne greske imaju
veoma mali uticaj. Standardno odstupanje pojedinacne duZine racuna se kao:

o} = 02S? (4.42)

Ako se usvojik = a, slijedi daje p; =

) -

= razlic¢ite duZine geodetskih strana
U ovom slucaju uzimaju se u obzir oba uticaja pa tezina ima sljedeci izraz:

p, = k (4.43)
[ 2 2 2
O(mm] T Ofppm)Si

Tacnost impulsnog i faznog daljinomjera data je sa parametrima Gjmm] | Fpmm]-
Navedeni parametri tac¢nosti instrumenta osnovni su podaci i osnovni su dio
tehnickih podataka elektronskog daljinomjera. Vrijednosti O[mm] | O[pmm] OPisuju
standardno odstupanje mjerene duzZine, koji se odnosi na konstantni i
multiplikacioni uticaj, respektivno.
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GNSS sistem funkcioniSe na principu mjerenja duZina od prijemnika lociranih
naj¢esce na Zemljinoj povrsi, Ciji polozaj nije poznat, do satelita Ciji polozaji u
orbitama su odredeni. Moze se reéi, da po svojoj prirodi, pozicioniranje uz pomo¢
GNSS sistema lici metodi 3D prostorne trilateracije. Ekvivalent GNSS tehnici bi bio uz
pretpostavku da se u 3D trilateracijskoj mrezi duzine mjere elekro-optickim
daljinomjerom (EOD) od nepoznate tacke do tacaka sa poznatim koordinatama.
Naravno, postoje znacajne razlike izmedu GNSS pozicioniranja i klasi¢énog presjeka
duzZina. Glavne razlike su npr.: nain opaZanja duZina, koriste se satovi razliCite
tacnosti na krajevima duzine, te Cinjenica da su kontrolne stanice, tj. tacke sa
poznatim koordinatama, kod GNSS tehnike ustvari sateliti.

Rezultati mjerenja u GNSS mreZama su najc¢es¢e komponente vektora izmedu
stanica u geodetskoj mrezi.Te komponente vektora se mogu izraziti preko
koordinatnihrazlika.Za slu¢aj primjene relativne staticke metode satelitskog
mjerenja, varijanc kovarijan matrica svakog baznog vektora je dimenzija 3x3.

Prostorna duZina dobivena iz odredivanja komponenti baznog vektora datajesad =

\/sz + Ay? 4+ Az?. Ocjenu tacnosti mjerenja ove duZine izvodi se primjenom
zakona o prirastu varijance:

Axr 2 . A2 , A2 , (4.44)
aos = () B+ (T) o+ (T) ok

S obzirom da se teZine odreduju na osnovu tacnosti mjerenja, vazno je znati
ogranicenja koja nameée metoda trigonometrijskog nivelmana. Odredivanje
tacnosti visinske razlike ovisna je o nekoliko faktora, od kojih je najvaznija duZina.
Vedéu tacnost moguce je posti¢i samo kada imamo krace duZine. S povecanjem
duZine tacnost odredivanja visinske razlike naglo opada, u prvom redu zbog
vertikalne refrakcije (Mihajlovi¢, 1978).

Ovdje se razmatraju tezZine direktno mjerenih visinskih razlika. Zenitna daljina
mjerena je na jednoj ili obje krajnje tacke. Izrazi za racunanje teZine izvedeni su iz
modela mjernog postupka.

Tezine u slucaju dvostrano mjerenih zenitnih udaljenosti (Mihajlovi¢, 1978)
odreduje se na sljedeéi nacin:
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= Polazi se od jednacine za raCunanje standardnog odstupanja visinske razlike o,p
na osnovu obostranih mjerenja:

— ne uzima se u obzir uticaj refrakcije:

Sk (4.45)
2 k2
Oine =——=0, =0
Ahk 4R2 k
- ne uzimase u obzir uticaj ta¢nosti duZine:
2
cos“z (4.46)
Thhs = TGSZ ~0
— S obzirom na gore navedeno dobijese sljededi izraz:
S? o} of (4.47)

2 _ 2 i
OAhiobos = 7 Uzl 7 + 7
= Ako se pretpostavi da su visina instrumenta i signala odredeni puno tacnije nego
visinska razlika, tj. vrijedi da je:
o, =0, =0,

Dobije se da je varijanca visinske razlike u sluaju obostrano mjerenih zenitnih
udaljenosti:

2
o2 S_io.z (4.48)
Ahiobos 2 4
TeZina se usvoji kao recipro¢nu vrijednost varijance:
2k (4.49)

pAhiobos = 2 .2
Sfoz,

* Ako se pretpostavi da su izmjerene zenitne udaljenosti jednake tacnosti (o, =

.. 2k .. D .
0,), usvoji se konstantu K = — pase dobije da je teZina obostrano mjerene

visinske razlike recipro¢na kvadratu udaljenosti izmedu tacaka:

_ K (4.50)
pAhiobos - ?
L

Tezine u slucaju jednostrano mjerenih zenitnih udaljenosti odreduje se na osnovu
izraza:
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= standardno odstupanje za jednostrano mjerenje moze se napisati kao sljedeci
izraz:

OAhjjednos — O-Ahobost‘/E (4.51)

Kvadriranjem se dobije varijanca da bi se mogla odrediti teZina:

_ 2k (4.52)
pAhjednos - ZSLZO'ZZ
1

Tezina jednostrano odredene visinske razlike je dva puta manja od teZine obostrano
odredene visinske razlike:

pAhobost = 2pAhjednos (453)

Ovo vrijedi pod pretpostavkom da je op,, = 0.

Daljnim pojednostavljenjem, pri izravnanju visinskih razlika odredenih metodom
trigonometrijskog nivelmana za konstantu K usvojimo da je K = 1 pa se dobije izraz
za jednostrano odredene visinske razlike:

1 (4.54)

Pan; =5z
jednos 2
25

za dvostrano odredene visinske razlike da je:

_1 (4.55)
pAhjednos Y
i

U geometrijskom nivelmanu visinska razlika Ah;;, odreduje se kao suma pojedinih
visinskih razlika odredenih na stanicama (Mihajlovi¢ & Aleksi¢, 2008):

Ahik - Ahl + Ahz + e + Ahn (456)
Standardno odsupanje ovako dobivene visinske razlike je:
ORny, = Ohn, + Ogn, + -+ Oan, (4.57)

U slucaju pogodnog terena, gdje postoji moguénost postizanja vizura iste duZine
standardna odstupanja su jednaka, tj. oap, = Opp, = *** = Opp, = Opp, Sto daje
izraz:

UAZhik = nog, (4.58)
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ili standardno odstupanje visinske razlike:
aAhik = O-Ah\/ﬁ (459)

Tezina visinske razlike odredene geometrijskim nivelmanom je:

_ k (4.60)
Pang = 3
OAhyy
Ako je:
d (4.61)
n=g
gdje je:

n — broj stanica.
S —duzina vlaka
d — duzina vizure.

Nakon uvodenja zamjene u jednacini dobije se da je teZina nivelane visinske razlike:

1 (4.62)
pAhik - E

U slucaju nepovoljnog terena za tezinu uzima se:

1 (4.63)
pAhik - E

U nekim slucajevima korisno je u racunanja i¢i sa koordinatnim razlikama dx, dy i
dh koje su dobivene na osnovu mjerenja kosih duzinad, horizontalnih pravaca i
zenitnih udaljenostiz. Koordinatne razlike dobivene na ovaj nain mogu se dati
izrazom (van Cranenbroeck & Brown, 2016):

Ax sinzsinv (4.64)
Ay|=d|sinzcosv
Ah cosz

Da bi se primijenio opSti zakon o prirastu gresSaka, gornju jednacinu treba
linearizirati:
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sinzsinv dcoszsinv dsinzcosv
Q.. =|sinzcosv dcoszcosv —dsinzsinv
CcoSs z 0 —dsinz

Procjena varijance mjerenja uvedena je kao:

g2 0 0
Qu=|0 o7 0
0 0 of

Varijanc kovarijanc matrica koordinata tacaka formulirana je kao:

— T
QAxAyAh - Qcchl Qcc
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5 Procjena komponenti varijance

Obrada mjerenih podataka u geodetskim aplikacijama naj¢es¢e koristi metodu
najmanjih kvadrata, za koju je potrebno pravilno odrediti stohasti¢ki model mjerenih
veli¢ina. Stohasticki model opisuje tacnost mjerenih velicina i njihovu medusobnu
povezanost. Odredivanje realne kovarijanc matrice mjerenih veli¢ina daje nam
visestruku korist (Amiri - Simkooei, 2007):

= omogucuje dobivanje najbolje linearne (minimalna varijanca) nepristrane
procjene nepoznatih parametara,

= daje realan opis tacnosti procijenjenih nepoznatih,

= uz poznavanje distribucije podata, omogudéava postavljanje pravilne
hipoteze za ispitivanje i procjenu kvaliteta kontrolnih mjerenja.

Kovarijanc matrica opéenito nije poznata. Njen izgled je stoga potrebno a priori
procijeniti. Cak i ako uzmemo u obzir sva pravila i provjerene metode, a priori ocjena
Q;; je hipoteti¢na. Logian put za rjeSenje ovog problema bio bi, da se pored
nepoznatih parametara takoder procijene i “tezine” Qj; . Izlaz iz ove situacije nude
metode, koje omoguduju istovremeno ocjenu x vektora nepoznatih parametarai a
posteriori odredivanje odnosa teZina izmedu mjerenih velicina. Opsti slucaj procjene
varijance i kovarijance (Q;; potpuna matrica) je veoma kompleksan. Zbog toga su
obi¢no metode ogranicene na ocjenu varijance opaZzanja (Q,; dijagonalna matrica
nekoreliranih opazanja). Najceséi nacin rjeSavanja problema je na osnovu grupiranja
mjerenja. Grupu ¢ine mjerenja s poznatimmedusobnim odnosima ta¢nosti. Prema
tome, poznate su i teZine u grupama mjerenja (Kogoj, 1992).

A posteriori procjena vrijednosti standardnih odstupanja pojedinacnih grupa
odreduje nove teZine grupa, koje su osnova za novo izravnanje. Metoda a posteriori
odredivanja teZina su prema tome iteracijski postupci.

Postoji veliki broj publikacija koje izvjeStavaju o primjeni metode procjene
komponenti varijance na geodetskim mjerenjima:
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procjena u klasi¢noj triangulacionoj i trilateracionoj mrezi za pracenje
tektonskih aktivnosti, gdje su mjerenja izvrSena razli¢itim elektroopti¢kim
daljinomjerima i teodolitima, procjena komponenti greSaka i tezina GPS
mjerenja (Chenidr., 1990),

istrazivanje najpodesnije metode procjene komponenti varijance u klasi¢noj
triangulacionoj i trilatacionoj 2D mreZi, gdje su mjerenja izvrSena
elektroptickim daljinomjerima i teodolitima (Kogoj, 1992), (Yavuz & Baykal,
2006), (Bacigal i dr., 2006), (Vodopivec & Kogoj, 1997)

procjena karakteristika razli¢itih tipova Suma dnevnih koordinata
vremenskih serija permanentnih GPS stanica (Zhang, i dr., 1997), (Mao idr.,
1999), (Williams, i dr., 2004), (Amiri — Simkooei i dr., 2007), (Li i dr., 2008),
primjena metode najmanjih kvadrata procjene komponenti varijance na
geometrijski zasnovanom GPS modelu opazanja(Amiri — Simkooei i dr.,
2013),

istrazivanje stohasti¢kih modela za SLR i VLBI podatke opaZanja (Sahini dr.,
1992), (Kizilsu & Sahin, 2000), (Lucas & Dillinger, 1998),

procjena stohastickog modela za procesiranje kodnih i faznih podataka koji
ukljuCuju vremensku korelaciju GPS mjerenja (Satirapod i dr., 2002),
(Tiberius & Kenselaar, 2000), (Yin i dr., 2005),

procjena komponenti varijance i tezina za razlicite tipove podataka u
modelima gravitacionog polja (Koch & Kusche, 2002), (Kuche, 2003),
procjena kovarijanc matrice za izravnanje kombinovanih tipova podataka
visina, elipsoidnih, ortometrijskih i geoidnih (Fotopoulos, 2003),
(Fotopoulos, 2005), (Kiamehr & Eshagh, 2008),

procjena komponenti varijance statickog relativnog GPS pozicioniranja
dvostrukih faznih razlika (Gopaul i dr., 2010),

algoritmi procjene komponenti varijance za staticka i kinematicka GPS SPP,
(Wang i dr., 2009),

istrazivanje najpodesnije metode procjene komponenti varijance za
kombinovane terestricke okvire (Bahr i dr., 2007),

kalibracija gre$aka modela kvazi-geoida Svedske, dobivenog na osnovu

GNSS mjerenja i preciznog geometrijskog nivelmana (Eshagh, 2010),

funkcionalni i stohasti¢ki model sateliskih gravitacionih podataka (van Loon,
2008),

istraZivanje rjeSenja za procjenu ne negativnih komponenti varijance
(Moghtased i dr., 2014), (Sjoberg, 2011).

Metode za procjenu varijanc kovarijanc komponenti intenzivno su istraZivane u

statistickoj i geodetskoj literaturi. Tokom nekoliko decenija istraZivanja razvijen je
veliki broj metoda za procjenu komponenti varijance. Pravilan i potpun pregled ovih
metoda nije ni lahko ni jednostavnonapraviti, a i prevazisao bi opseg ovog teksta.
Akcenat je stavljen na istraZivanja u geodeziji, koja su fokusirana za primjenu na
heterogenim podacima. U literaturi ima veliki broj pristupa za klasifikacije procedura
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za karakterizaciju metoda procjene komponenti varijance. U skladu s Crocceto i dr.
(2000), a potom i u radovima kod Fotopoulos (2003) i Amiri-Simkooei (2007) gdje
veéina metoda za procjenu varijanc kovarijanc komponenti u okviru metode
najmanjih kvadrata mogu se svrstati u skladu sa sljedec¢im:

= funkcionalni model,

= stohasti¢ki model,

= procedura procjene,

= pojednostavljenja, pretpostavke.

Prepoznavsi korist ovakve kategorizacije (Tabela 5-1 ) sistematizira istorijski pregled
razvoja znacajnih metoda procjene komponenti varijance u geodetskoj literaturi.

Tabela 5-1 Istorijski pregled razvoja metoda za procjenu varijanc kovarijanc
komponenti (Fotopoulos, 2003)

Reference Funkcionalni Stohasticki Procedura
model model procjene
Helmert Gauss-Markov C =d?Q; Helmert
(1924)
Kubik Gauss-Helmert C = diag[o?I;] MLE
(1970)
Rao Gauss-Markov k MINQUE
(1971) c= Z 5,Q;
=1
Sjdberg Uvjetni-samo k MINQUE
(1983) Gauss- Helmert C= Z 0 Q;
=1
Sjoberg Gauss- Helmert k Iterativna
(1983) C= Z a2 Q; BIQUE,
i=1 BQMBNE
BQUNE
Grafarend Uslovni —samo k Helmert
(1984) Gauss- Helmert C= Z 0;Q;
=1
Koch Gauss-Markov Bez ogranicenja Iterativna
(1986) MLE
Koch Gauss-Markov Bez ogranicenja Priblizna
(1987) Bayesian
izvodenje
Koch Gauss-Markov k Bayes
(1988) C = Z 0;Q; procjena
=1
Caspary Gauss-Markov k Iterative
(1987) C= Z a2 Q; BIQUE
=1
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Ou Zigiang Gauss-Markov [ 04Q11 0501 020 Q1m ] Iterativna
(1989) Uslovni - samo - 04Q21  05Q5 02,Q2m | MLE

l 1Qm1 07?12sz GriQOmJ
Ou Zigiang | Gauss- Markov C = diag[a?P™] Bayes
(1991)
Yu Gauss-Helmert [0121011 05,Q12 0tmQum | BIQUE
(1992) C= 051Q21  05,Q2 03mQom |

G‘r%tlle 0'1312 QmZ Ur%LQOm
Sjoberg Gauss-Markov C = 62l + o}F BQMBNE
(1995)
Yu Gauss-Helmert [011011 055 Q12 0fmQim ] MLE
(1996) | 021021 0'222022 UzzmQZm |

l le Ur'ﬁszz Jr%lQOmJ
Crocceto i | Bez ogranicenja k BIQUE
dr. C= Z UiQi
(2000) i1

k k
C= Z 0;Q; = diag Z o;;diag(q;)

i=1 j=1
Schaffrin & | Rank deficient C=cd¢P? BLIMPBE
Iz (2002) Gauss-Markov
Tiberius Gauss-Markov k BQUE &
and C = Z 0;Q; AUE
Kenselaar i= -
(2003) C=0Q+oicc

€ =Q+0;(cicf +¢cf)

Kusche Gauss-Markov k k Monte-
(2003) C= Z oV, V= Z V; Carlo

i=1 i=1

= diag(P™1)

Teinissen i | Uslovni k LS
Amiri - C = BV,B™ + Z BV;B"V;
Simkooei i=1
(2007)

Za obradu geodetskih mjerenja koristi se nekoliko funkcinalnih modela. Funkcionalni
model uopsteno, daje relacije koje povezuju opazanja i nepoznate parametre. Jedan

od uobicajenih izbora je Gauss-Markov model koji je dat jednacinom (3.2). Kako se

moZe vidjeti u drugoj koloni u Tabela 5-1 vecina algoritama za procjenu komponenti

varijance koristi Gauss— Markov funkcionalni model.
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Alternativa ovom modelu je da se jednacine opazanja formiraju u obliku uslovne
jednacine. Ovaj model je poznat kao uslovni model i dat je opstom jednacinom
(Fotopoulos, 2003):

Bv=w (5.1)
gdje je:

B - m X n - matrica koeficijenata uslovnih jednacina,

w -m X 1 - matrica greSaka definisana specifiénim uslovima,
v - nx1- vektor popravaka mjerenja i

m - broj uslova.

Primjeri samo nekih od algoritama procjene koji implementiraju ovoj funkcionalni
model su: Sjoberg (1983), Grafarend (1984) te Ou (1989)

Drugi jednako cest funkcionalni model koji ukljuuje opazanja i nepoznate

jednacinom (Fotopoulos, 2003):

Ax+Bv+w=0 (5.2)
gdje je:

A - n X u—matrica koeficijenata posrednih mjerenja,

B - m X n — matrica koeficijenata uslovnih jednacina,

w -m X 1- matrica greSaka definisana specifi¢nim uslovima,
v -n X 1 - vektor popravaka mjerenja,

n — broj mjerenja,

u — broj nepoznatih parametara i

m - broj uslova.

Primjenom ovog funkcionalnog modela razvijeno je nekoliko procedura procjene,
opisanih u publikacijama Kubik (1970), Yu (1992) i (1996). Uopsteno govoredi, izbor
prikladnog funkcionalnog modela opisan je od strane istrazivaca i u skladu je s
aplikacijom. PoZeljna osobina procjene je da bude neovisna od izabranog
funkcionalnog modela.
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Za rjeSavanje geodetskih problema koristeni su brojni razli¢iti stohasticki modeli.
Jedan od najcesce koristenih stohasti¢kih modela za kovarijanc matricu opazanja C

je sljededi (Fotopoulos, 2003):
k
C= Z 0;Q;
i=1

gdje su nepoznate varijanc kovarijanc komponente oznafene sg;, a poznate
pozitivno definitne kofaktor matrice s Q;. Ovaj stohasticki model koriSten u vise
radova i studija, ukljuCujuci prije svega: Rao (1971), Grafarend (1984), Koch (1987) i
(1988) te u radu Tiberius i Kenselaar (2003). Ovdje, u svakom slucaju treba
napomenuti da se komponente varijance i kovarijance procjenjuju poslije.

(5.3)

Sljededi, ¢esto primjenjivan stohasticki model dat je izrazom (5.4)(Fotopoulos,
2003):

(5.4)

K
C= Z afQ;
i=1

Kod primjene ovog stohastickog modela, procjenjuju se samo komponente
varijance. Ovaj stohasticki model primjenjivan je u mnogo aplikacija, a neke od njih
su opisane u radovima Sjoberg (1984), Caspary (1987) i Fotopoulos i Sideris (2003).

Mogu se napraviti i dodatna pojednostavljena za skupove nekoreliranih skupova
opazanjaa svaki skup je opisan jednom komponentom varijance na sljedeéi nacin
(Crocetto i dr., 2000):

g?Q; 0 0 (5.5)
C= dlag[aiZQl] =1 0 K 0
0 0 o2Q

Ova blok dijagonalna forma stohasti¢ckog modela odgovara vektorima opaZanja koji
su obicno disjuktni, Sto znaci da su potpuno nekorelirani izmedu grupa, ali moze
postojati korelacija izmedu grupa. Ovaj stohasticki model uspjesno su primijenili Ou
Zigiang (1991) i Crocetto i dr. (2000), kako na simuliranim numerickim primjerima
tako i u stvarnom svijetu aplikacija. Ako disjuktni skupovi imaju istu preciznost, moze
se koristiti sljedeci stohasticki model (Fotopoulos, 2003):

C = diag[aizl] (5.6)
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U ovom slucaju kofaktor matrica je zamijenjena jedinicnom matricom I, za vise
detalja moze se vidjeti Kubik (1970). Specifi¢an stohasti¢ki model koji je efikasan za
suocavanje s velikim skupovima podataka (pod pretpostavkom da su normalno
distribuirana) je blok struktuirana varijanc matrica opisana kao u izrazu O
(Fotopoulos, 2003):

[0f1Q11  012Q1z - 01mQum ] (5.7)
C = | 021Q21  05Q22 -+ 2mQom |
l0m1 Qm1 Om2Qmz - Ur%zQOmJ

gdje o;; odgovara komponenti varijance ako je i = j ili komponenti kovarijance ako
je i # j. Kofaktor matrica Q;; je poznata pozitivno definitna matrica. Slicnu blok
struktuiranu matricu primijenio je Lucas i Dillinger (1998).

| na kraju, jos$ jedan stohasticki model vrijedan spomena, posebno za primjenu u
geodetskim aplikacijama je suma dvije varijanc komponente opisana u radu Sjoberg
(1995) na sljedeci nacin:

C = o2l + 62F (5.8)

gdje je I jedini¢na matrica, a F pozitivno definitna dijagonalna matrica.

Postoje razli¢ite metode procjene koje su zasnovane na razli¢itim kriterijima kao Sto
su nepristranost, minimalna varijanca, minimalna norma i maksimalna vjerovatnoda.
U ovom poglavlju date su glavne karakteristike metoda, a akcenat je stavljen na
glavnim principima i konaénim rezultatima

Teoretska pozadina minimalne kvadratne nepristrane procjene MINQUE (MInimum
Norm Quadratic Unbiased Estimators) data je u nizu radova Rao (1970, 1971 1979),
za koju izbjegava pretpostavke distribucije. MINQUE je jedna odajcesce koristenih
metoda. Ova metoda procjene prosirena je na uvjetni i opsSti Gauss-Helmertov
model u radu Sjoberga (1983).

Ovdje se razmatra sljedeci funkcionalni model:

l+v=Ax (5.9)
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gdje je I vektor opaZanja, x vektor nepoznatih parametara, A dizajn matrica i v
vektor popravaka. Dalje, smatramo da je kovarijanc matrica opaZzanja C; razloZena
na (Amiri - Simkooei, 2007)

k (5.10)

C = ZQiTi

1

gdje su 64,0, ...,0; nazvane varijanc kovarijanc komponente koje trebaju biti
procijenjene, a T4, T, ..., T} su odgovarajuce matrice koeficijenata.

Kvadratna funkcija ITMI kaZemo da treba da bude nepomijereni procjenitel]
minimalne kvadratne norme linearne funkcije, Zi-;l@iTi, s nepristranosti i
invarijantnosti na x , ako je kvadratna matrica M odredena iz sljedece optimizacije
problema (Rao, 1970):

k (5.11)
Cl = Z 9iTi
1
tr{MCMC} = min (5.12)
podlijeze
MA=0 (5.13)
i
MA =0, tr{MT;} = p; ,zasve i (5.14)

Rjesenjem jednacina(5.12) (5.12) , (4.13) i (5.14) dobijemo procjenu varijanc-
kovarijanc komponenti(Rao, 1971), kao u izrazu (5.15)

0=(6.0,,..,0,) =sq (5.15)
gdje je matrica S = {sij}sa ¢alnovima zadovoljava izraz:
sij = tr{RT;RT;} (5.16)
i vektor g = {q;} sa
q; = I"RT;Rl (5.17)
a,

matrica Q, = [P~ — A(ATPA)~1A"] je kofaktor matrica popravaka koja se dobije iz
izravnanja.
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Izmedu matrica l i v postoje sljedece relacije:

v=-Q,Pl (5.19)

PQ,Pv =—PQ,Pl=Pv (5.20)

Prema jednacdinama (5.19) i (3.21) jednacina (5.17) moZze biti napisana kao:

q; = I"RT;Rl = v'T;Pv (5.21)

MoZe se primjetiti da u jednacinama (5.15), (5.16),(5.17) i (5.18) procjena varijanc
kovarijanc komponenti zavisi od matrice C, sto ukljucuje i njene varijanc kovarijanc
komponente. Prema tome, mora se izvesti iterativni proces. Pocetne, a priori
vrijednosti vrijednosti 8; data su s vrijednoscu 0?. Koristedi jednacinu (5.15) dobi je
se poletna B! procjena komponenti varijance.

U (j + 1)-toj iteracijskom koraku, koristi se prethodna procjena, tj. rezultat iz
prethodne iteracije kao a priori vrijednosti, rezultat nove procjene je /%! =
$71(67)q(8’)(j = 0,1,2...) koja je nazvana iterativna MINQUE metoda. Ako 8
konvergira, grani¢na vrijednost 8 zadovoljit ¢e jednacinu (5.22)

5(0)6 =q(6) (5.22)

koja dalje moze biti izrazena (Rao, 1971) kao:

tr{R(0)T;} =1"R(O)T;R(O)l i=1,2,..k (5.23)

Najbolja invarijantna kvadratna nepristrana procjena BIQUE (Best Invariant
Quadratic Unbiased Estimation) je kvadrat-bazirana procjena u stohastickom
modelu, a srodna je najboljoj linearnoj nepristranoj procjeni Best Linear Unbiased
Estimation(BLUE) metodi. Obje ove metode daju procjenu minimalne varijance.
Znacajan broj autora je istraZivao i primjenjivao ovu metodu. Medu prvima je Koch
(1978) koristeéi Lagrange-ov multiplikator rijeSio najbolju kvadratnu nepristranu
procjenu kada su opaZanja normalno distribuirana. Caspary (1987) u svom radu
takode pretpostavlja da su opaZanja normalno distribuirana, te kovarijanc matricu
razmatra kao sumu komponenti varijance. On je definirao BIQUE metodu i iterativnu
proceduru ove procjene. Sjoberg (1984) je u svojim razmatranjima pretpostavio
normalnu distribuciju opazanja i stohasticki model kao sumu komponenti varijance.
On je predloZio iterativnu proceduru za BIQUE proceduru i u svom radu je pokazao
koincidenciju ove motode sa MINQUE. U svom radu Yu (1992) je pretpostavio opsti
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funkcionalni model (Gauss — Helmermtov) i blok-struktuirani stohasticki model, te
je izveo BIQUE proceduru i dokazao da su metode MINQUE opisana u Rao (1971)te
metoda BIQUE opisana uSjoberg (1984) samo specijalni slucajevi ove procjene.
Pored ovoga, Yu (1992) dokazuje da je u slucaju blok-struktuirane kovarijanc
matrice, Helmertova procjena identic¢na kao u BIQUE metodi. Crocetto (2000) daje
pojednostavljenu BIQUE proceduru procjene koja moze biti primijenjena na sva
izjednacenja metodom najmanjih kvadrata.

U nastavku se navode osnovna svojstva i konacni rezultat BIQUE metode. Ponovo se
razmatra procjenitelj kao linearna funkcija fTé komponenti varijance i to kao
kvadratnu formu opazanja f7a = I"MI, pa se dobije sljedeée (Amiri - Simkooei,
2007):

f'6 = E(I"ML) = tr(MC) + x"A"MAx (5.24)

Striktno govoredi, prva dva uslova nepristranosti i invarijatnosti su ista kao kod Rao
(1971) koji su dati jednacinama (5.13) i (5.14), a treci uslov za procjenu BIQUE
metode je da procjena treba biti minimalne varijance (,najbolja“). Primjenom
univerzalne formule za varijancu kvadratne forme Koch (2004):

D(I"MI) = 2tr(MCMC) (5.25)

Ovdje se moZe primjetiti da su uslovi nepristranosti i invarijantnosti nezavisni od
distribucije opaZzanja. Da bi se dobila najbolja procjena, tj. procjenu minimalne
varijance, jednacina (5.25) mora biti minimizirana, s postivanjem nepoznatih
vrijednosti, preciznije matrice M. Medutim, mora se uzeti u obzir da formula sadrzi
a priori nepoznate komponente varijance unutar matrice €. Da bi se moglo dod¢i do
rjeSenja mora se primijeniti iterativni pristup.

Minimiziranjem procjene varijance kvadratne norme minimiziranjem Lagrange-ove
funcije za viSe detalja (Koch K. R., 2004) koja sadrzi ograni¢enja nepristranosti i
invarijantnosti (Amiri - Simkooei, 2007) dobije se sljededi izraz:

p (5.26)
2tr(MCMC) — 4tr(MAAT) — 4 Z A (tr(MT;)) — p;

k=1
— min

gdje je 44 oznacava matricu Lagrangeovih multiplikatora za ogranicenje MA = 0,a
—4]; su Lagrange-ovi multiplikatori za ograniéenje tr(MT;) = 0. RjeSenjem M iz
gornjeg problema (5.26) minimuma vodi ka rjeSenju datom u jednacinama (5.15),
(5.16) i (5.17).
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Helmert ova metoda procjene vjerovatno je najpopularnija procedura za procjenu
varijanc kovarijanc matrice. Metodu procjene komponenti varijance izveo je
Helmert (1907), gdje je koristio kvadrate najmanjih popravaka da bi procijenio
heterogene komponente varijance. Koristeéi Gauss-Markov model, Helmert (1924)
predlaze postupni metod za nepristranu procjenu komponenti varijance. Grafarend
(1984) prosiruje Helmertovu metodu na model uslovnih jednacina i na Gauss —
Helmertov funkcionalni model.

Helmert je za procjenu komponenti varijance koristio popravke v odredene po
metodi najmanjih kvadrata.

Popravke se racunaju po sljede¢em izrazu (Amiri - Simkooei, 2007):

v=(AT(ATPA) " —1)L=(AT(ATPA) - 1)V (5.27)
=Rl=Rv

gdje je R = (AT(ATPA)_1 — I), a Grafarend (1980) je ovu matricu nazvao test
matrica.
U svom radu Grafarend (1985) prosirio je Helmertovu procjenu komponenti

varijance u procjenu varijanc kovarijanc komponenti, te je za stohasticki model uveo
matricu podijeljenu u blokove.

[ 0fQ11  012Q12 - Gllem] (5.28)
D(v) = | 021:021 022sz GZm:QZm
laleml szsz O-r%QmmJ

l
= Z erar
r=1

gdje je D(v) - blok podijeljena matrica, Q;; - blok matrica:

Q1 0 - 0 (5.29)
0 0 0

0 Q1 0

Q21 ? of 0s =

0 0 0
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0 QZZ 0 ’ ---;61—1 =
0 0 0
0 O 0
P 0 L
0 Q(m—l)m L Ql -
0w Quom-) 0
0o 0 .. 0 i
0 0 - Qmm

Ovdje se uvodi oznaka Q = (Qij)

mxm’
Matrica tezina je P = Q7' = (P;})mxm = 2r=1 Py , ovdje je:

Py, 0 - 0

(5.30)
R R
0 O 0
0 Py, -
P21 0 0 , ps —
0 0 0
o o - 0
0O P 0 =
22 o Py =
0 O 0
0 O . 0
oo 0 P
0 P(m—l)m the=
0 Pm(m—l) 0
0O 0 - 0
0 0 0 i
0 0 Pom
Varijanc matrica popravaka racuna se izrazom:
(5.31)

l
D(v) = RDW)RT = z 0, RQ, R
r=1

Ocekivanje kvadratne forme i — te grupe v' P; v raduna se izrazom:
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E(vTPv) = E[tr(P,vv")| = tr[P,E(vvT)] (5.32)
!

= tr[ﬁiD(v)] = Z ertr(ﬁT T)lﬁar)

Prethodna jednacdina moze se napisati u kompaktnoj formi, pa vodi Helmertovoj
procjeni varijanc kovarijanc komponenti (Grafarend, 1985):

0=5"'w (5.33)
gdieje 8 = (0,,0,,...,0)7;§ = (S‘ij); §ij = tr(ﬁT?iﬁQj); W= (Wy,Wy,.. w)T
i
w; =v'P,v =1"RTP,RIl
Kovarijanca procjene racuna se izrazom:
D(6) =281 (5.34)

Racunanje koeficijena § = (Sij) i'w;moze biti pojednostavljeno ako stohasticki
model ima sljedecu blok dijagonalnu strukturu:

[06:Q1 0 = 0 ] (5.35)
pwy=| 0 e - 0 |
Lo o el

Komponente varijance mogu biti procijenje iz sljedecih jednacina (Wang i dr., 2009):

[ v1P1v1 1 [511 e St e 51m][0021] (5.36)
: [ ¢ : : : : [| & |
V! P Vi | Si1 o Sim |[0022‘
vZanvm lSml mi SmmJ O'gm

gdje je N; = AJP;A;, s = n; — 2tr(N7'N;) + tr(N"IN;N7IN}), as;; =
tr(N‘lNl-N‘le)zai #+jzai,j=1,..,m

Metoda procjene maksimalne vjerovatno¢eMLE (Maximum Likelihood Estimation)
je jedna od konceptualno jednostavnijih metoda (Amiri - Simkooei, 2007), a mozZe se
primijeniti samo u sluéaju da je poznata opsSta struktura funkcije gustoce
vjerojatnoce. Vedéina napora na polju procjene varijanc kovarijanc komponenti
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ograni¢ena je na normalnu distribuciju. Razvijene su dvije metode procjene
komponenti maksimalne vjerovatnoce, maksimalne vjerovatnoce i ogranicene
maksimalne vjerovatnoée REML (Restricted Maximum Likelihood Estimation).

Koriseé¢i Gauss-Helmertov matematicki model, Kubik (1970) je razmatrao
pojednostavljeni stohasticki model. Za procjenu odnosa tezina u kombinovanoj
mrezi pravaca i duzina koristio je metod maksimalne vjerovatnoée. U svom radu
Koch (1986), u kojem predpostavlja Gauss-Markov model i opaZzanja s normalnom
raspodjelom, izvodi iterativhu proceduru maksimalne vjerovatnoce za procjenu
varijanc kovarijanc komponenti, koriste¢i ortogonalni komplement funkcije
vjerovatnoce. Ovaj pristup je ekvivalentan sa REML metodom. U svom radu takoder
pokazuje da je ova procjena identi¢na sa BIQUE i MINQUE metodama procjene
komponenti varijance. Ou (1989)je pretpostavio isti funkcionalni model i normalno
distribuirana opazanja, uz pretpostavku blok strukturane kovarijanc matrice, gdje je
pokazao da je iterativna procjena maksimalne vjerovatnoce identi¢cna metodama
Helmert (1924) i Koch (1986). Uzimajuéi iste pretpostavke funkcionalnog i
stohastickog modela, Yu (1996) izvodi procjenu maksimalne vjerovatnoce varijanc
kovarijanc komponenti. On je prosirio formule Kocha (1986) i Kubika (1970). Pored
toga, dokazao je ekvivalenciju procjena maksimalne vjerovatnoée, Helmertove i
BIQUEmetode.

Uz pretpostavku da vektor opazanja l ima visedimenzionalnu normalnu raspodjelu:

I~N (Ax,z:::laka) (5.37)

Prirodni logaritam funkcije vjerovatnoce vektora opazanja lje:

1
InL(l, x,0) = — %ann — > det(@) (5.38)

U~ 40707 1 - A)

Nepoznati parametri logaritma funkcije vjerovatnoce (tj. x i @) rijeSeni su tako $to
se parcijalni izvodi po nepoznatim parametrima izjednace s nulom. Maksimizacija
funkcijeIn L postivanjem da x donosi dobro poznate normalne jednacine
procjenitelja maksimalne vjerovatnoce, daje identi¢an rezultat kao metoda
najmanjih kvadrata ili najbolja linearna nepristrana procjena.

Usko povezan pristup s metodom maksimalne vjerovatnode za procjenu nepoznatih
varijanc kovarijanc komponenti u linearnom modelu je Bayesian metoda (Koch K.,
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1987). Obje metode za procjenu varijanc kovarijanc komponenti, (tj. metoda
maksimalne vjerovatnoce i Bayesian metoda) zahtijavaju poznavanje raspodjele
opazanja. Klju€na razlika je da Bayesian metoda zahtijeva neke apriori informacije o
vektoru varijanc kovarijanc komponenti u formi a priori funkcije gustoée
vjerovatnoce. Primjena Bayesian metode rezultira a posteriori funkciju gustoée
vjerovatnoce, koja je rezultat funkcije vjerovatnoée podataka i a priori funkcije
gustoce vjerovatnoce kovarijance. Da bi se izvrSila Bayesian procjena, mogu se
primijeniti klasi¢ne tehnike na a posteriori funkciju gustoce vjerovatnode. Zajednicka
tehnika je racunanje maksimalne vjerovatnode, koja je predstavljena u prethodnom
poglavlju.

Koristenjem normalne raspodjele, Bayesian procjena i intervali povjerenja za
procijenjene varijanc kovarijanc komponente dao je Koch (1987). U svom radu Ou
(1991) predlaze pribliznu i strogu metodu za komponente varijance u Gauss-
Markovom modelu za blok dijagonalnu kovarijanc matricu (disjuktivne nekorelirane
grupe). Korist priblizne metode sastoji se u podjeli vjerovatnée u proizvod
individualnih funkcija vjerovatnoce. Nekoliko godina kasnije Ou i Koch (1994) dali su
analiticki izraz za Bayesian procjenu komponenti varijance.

U svom radu Grodecki (1999) izvodi uopstenu procjenu maksimalne vjerovatnoce,
koristeci invertnu gama funkciju kao a priori informaciju. U kasnijem radu Grodecki
(2001) je izveo uopstenu procjenu maksimalne vjerovatnoce na a posteriori funkciju
gustoce vjerovatnoce, bez a priori informacija za procjenu komponenti varijance. U
svom radu Grodecki je jo$ dokazao da se ova procjena numericki slaze sa procjenom
Ou i Koch (1994).

LoSa osobina metoda procjene komponenti varijance je da pojedine procijenjene
komponente mogu biti negativne, $to jasno je, ne moze biti prihvaéeno. U radovima
Sjoberg (1983), Caspary (1987) i Kubik (1970) potvrduju da se negativne BIQUE
procjene mogu javiti usljed nedovoljnog broja opazanja (niska prekobrojnost u
funkcionalnom modelu) ili zbog neprikladnog stohastickog modela. Drugi razlog
moze biti da je priblizna vrijednost komponenti varijance, koriStene u iterativnoj
proceduri procjene ovih komponenti, su loSe predloZzene. Da bi se izjegli ovakvi
problemi dizajnirane su posebne tehnike da jamce ne-negativhe procjene
komponenti varijance. ldealan ne-negativni procjenitelj je nepristran i ima
minimalnu varijancu izmedu svih ne-negativnih procjena (Fotopoulos, 2003).

Kao kvadratno zasnovana procjena, predloZene su dvije ne-negativnhe metode:
najbolja kvadratna minimum pristrana ne-negativna procjena je metoda BQMBNE
(Best Quadratic Minimum Bias Non-negative Estimator) i najbolja kvadratna
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nepristrana ne-negativna procjena BQUNE (Best Quadratic Unbiased Non-negative
Estimation) (Eshagh, 2005).

Sjoberg (1995) u svom radu dokazao je da su uvjeti nenegativnosti i nepristranosti
inkompatibilni u stohastickom modelu koji sumira dvovarijancne komponente. U
njegovim ranijim radovima, kao npr. Sjoberg (1984) izvedene su eksplicitne formule
za BQMBNE procjene u kovarijanc modelu, koji sadrzi nekorelirane disjuktivne grupe
(svaka grupa sadrzi dva varijanc faktora), a takode je dao BQUNE procjenu
individualnih komponenti varijance. Procjena BQUNE postoji samo u slucaju
disjuktivnih nekoreliranih grupa sa samo jednim varijanc faktorom za svaku grupu.
Drugim rijeCima, za takav model komponente varijance su uvijek pozitivne i prema
tome su automatski nepristrane. Metoda BQMBNE koincidira sa metodom BQUNE
metodom, ako postoji.

Metodu najmanjih kvadrata za procjenu komponenti varijance razvio je Teunissen
(1988), (Amiri - Simkooei, 2007). Vise detalja o primjeni ove metode na mjerenjima
u geodetskim aplikacijama moZe se naéi u radovima Amiri-Simkooei i dr. (2007) te u
Amiri-Simkooei i dr. (2013). Njihova ideja je da Gauss-Markov model opisan
jednacinom (3.2) transformiSu u model uslovnih jednacina koriStenjem matrice B
koja ispunjava uslov da je BA = 0.

Vektor nesuglasica wdefinisan je (Amiri - Simkooei, 2007)

w = Bl (5.39)
i stohastickim modelom:

E(w)=0; D(w) =BTQ,B=Q,, (5.40)
Model komponenti varijance dat sa Q; = Z?=1 0;Q; moze biti napisan kao:

P (5.41)
E(ww") = ) 0;BTQ,B
2

Razmatrana matrica ww’! ima r(r + 1)/2 razli¢itih elemenata, gdje jer je
prekobrojnost. U daljem izvodenju koristit ¢e se vh operator, koji slaze kolone
gornje trougaone simetricne matrice jedne iznad drugih. Ne treba koristiti vec
operator, jer bi to rezultiralo singularnom matricom posmatranog vektora
vec{wwT}. Primjenavh operatora na jednadine opaZanja rezultira opstim Gauss-
Markovim modelom:
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Ly = Aypo + vy (5.42)
sa novimr(r + 1)/2 X 1 vektorom opazanja definisanim kao:
L,,: = vh{iwwT} (5.43)
inovomr(r 4+ 1)/2 X g dizajn matricom Ay, definisanom kao:
Ay = vh[{BTQ,B}, .., {BTQ,B}] (5.44)
i stohastickim modelom:
E(yn) = 0; D(wypn) = Qun (5.45)

Prema tome, moze se rijesiti model komponenti varijanci sa maksimalnor(r + 1)/2
komponenti varijance. BLUE od o, koji je najbolji kvadratni nepristrani procjenitelj s
obzirom na vektor opaZanja 1, glasi:

NG =h (5.46)
sa:
N = A3, Qi Avh,
h = AgQui Lyn.

Ako se koristi duplicirana matrica D sa svojstvima D - vh{M} = vec{M}, moie se
reci da je prema (Amiri - Simkooei, 2007)

11 _ _ 5.47
0yt =5D"(0u' ® QiHD 547)
Elementi matrice N mogu biti napisani kao:
1 T, _ _ 5.48
Ny = (vec(BTQ:B)) (@i' ® @i yvec(BTQ;B} B4
1
= - tr(Qs'B"Q;BQ;'B"Q;B)
1 1
gdje je koristeno:
Im — A(ATQV_le)TATQV_Vl + QWB(BTQ‘Tle)TBT (549)

Na sli¢an nac¢in mogu se izracunati elementi matrice h:
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h; (5.50)
= %(vec{BTQiB})T(Q;V1
® @y Hvec{ww'}
= %WTQ,;lBTQiBQWw = %ITRQL-RI
1

:Eui

Treba imati na umu da je (Bahr, 2007):
6=N1'h=S"u;, Q;=N1=25"1 (5.51)

Dakle, u slucaju normalne raspodjele, procjene komponenti varijance po metodi
najmanjih kvadrata identi¢na je metodama BIQUE i MINQUE.

Koristenje formula strogih procedura za procjenu komponenti varijance cesto
uzimaju puno vremena i zahtijevaju ogroman racunski rad. Ovo je razlog da neki
pristupi predlazu pojednostavljenje procesa procjene. U dostupnoj geodetskoj
literaturi, predlaZzeni su postupci za procjenu komponenti varijance, a sve u cilju
smanjenja racunanja. PredlaZe se primjena (Amiri - Simkooei, 2007):

= priblizne formule za procjenu,
= pojednostavljena formulacija funkcionalnog i stohastickog modela.

Najpopularnije pojednostavljenje je razvijeno na temelju doprinosa prekobrojnih
mjerenja opisano u Forstner (1979). Vise pojedinosti o Forstnerovom algoritamu,
zajedno sa vaznim karakteristikama mogu se naéi u radovima (Ou, 1989), (Béhr,
2007), (Kogoj, 1992). U daljnjem tekstu daje se kratak pregled metode procjene
komponenti varijance.

Sistem jednacina (3.2) podijeljen je u grupe mjerenja jednake tacnosti pa jednacina
poprima sljede¢u formu:

(5.52)
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Primjenjujuéi zakon o prirastu greSeka na rjeSenje najmanjih kvadrata za jednacinu
(5.52) varijanc matrica vektora popravaka mjerenja moZze biti dobivena iz sljedeceg
izraza:

Cow, = 061 Quw; = 05 (P71 — ANTAT (5.53)

gdje je Qy,y, kofaktor matrica popravaka v. Ocekivana vrijednost sume kvadrata
popravaka pomnoZenih teZinom pa se dobije sljededi izraz :

E(v{ Pv;) = oi[n; — tr(N"*N))] (5.54)

gdje je n; broj mjerenja u i-toj grupi. Ovo se moze dokazati ako vrijedi sljedeéa
jednacina:

n; — tr(N_lNi) = tr(Pini,,i) =T (555)

Prema tome, 1; je jednak doprinosu prekobrojnosti mjerenja pojedine grupe
mjerenja, procjena varijanc faktora agi je:

vIPv; (5.56)

L4}

2 _
Op; =

zai=1,..,m.

Ocito je, da jednacinu (5.56) veoma lahko primijeniti za racunanje, ne treba uvodi
dodatno racunanje doprinosa prekobrojnosti, koje je zahtijevana u obradi podataka
za otkrivanje grubih gresaka ili analizi pouzdanosti. Opcenito, svi algoritmi za
procjenu komponenti varijance (Bdhr, Altamimi, & Heck, 2007) trebaju dovoljan broj
prekobrojnih mjerenja.

Metoda po Ebneru (1972) i Kogoj (1992) izvedena je iz metode najmanjih kvadrata.
Izvedena je na primjeru izravnanja posrednih opaZanja.

A posteriori ocjena tacnosti je interpretirana kao rasSirena metoda najmanjih
kvadrata, kod koje je pored procjene popravaka v i nepoznatih parametara x
takoder procijenjuju i o2 varijance opazanja. Pretpostavljene varijance su grupirane.
Teoretska vrijednost 51'2 grupe, treba primijeniti za raunanje njene procijenjene
vrijednosti o

E(af) =67 (5.57)
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Jednacina (5.57) zahtijeva da procjena varijanci bude nepomjerena. Kovarijanc
matrica nekoreliranih opazanja grupiranih varijanci ima oblik (Kogoj, 1992):

[ofl; O 0 ] (5.58)
: 0 |
Qu=| 0 - ofl; 0
| : o -~ 0 |
lo o o a,%llmJ

Najbolje je izravnanje izvesti po metodi posrednih opaZzanja. Za ovaj standardni
problem, moguce je po Kubiku (1967), (1970) i Kogoj (1992) pomocu iteracijskog
postupka procijeniti vrijednosti varijanci pojedinacnih grupa opazanja. Iteracijski
proces je konacan kada se za sve elemente S; dobije vrijednost nula. Dobiju se
najvjerovatnije vrijednosti:

Si,n = vg:nvi,n - nio-i%n + tr(AiNlle’ir) =0 (5.59)

Si,n+1 =0 dpi,n+1 =0 - O-i?n+1 = O-i?n (5.60)

Kubik je jednacine (5.59) i (5.60) izveo na osnovu metode maksimalne pouzdanosti i
pod pretpostavkom o normalnoj razdiobi opazanja. Jednacina je lahko izvedena
direktno iz zakona o razdiobi greSaka i bez ograni¢enja normalne razdiobe.

Za kovarijanc matricu strukture kao u jednacini (5.58) za grupe opazanja dobije se
sljedeci izraz:
il » (5.61)
tr(Qyy); = Z o?v;; = nof —tr (Ai(ATQz_zlA) AT)

j=1

Varijance azvij popravaka empirijski lahko se odredi iz izraza:
2
o?v;j =E ((vij - E(Uij)) ) (5.:62)

Ako opazanja nisu opterecena grubim greskama, za sve v;; vrijedi sljedece:
E(v;;)=0 (5.63)
Pa za o%v;; vrijedi:

O'ZUU' = Ul'zj (564)
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Jednacina (5.61) potom prelazi u izraz:

n;
2,7 =

Jednacina (5.65) ima isti znacaj kao jednacina (5.59).

B (5.65)
3,- = nio? —tr (4,(ATQ*4) " AT)

||M:~_*

Priblizno nepristrana AUE (Almost Unbiased Estimation) metoda je razvijena kao
alternativa MINQUE procjeni komponenti varijance, koja zahtijeva potpunu inverziju
matrice normalnih jednacina iz metode najmanjih kvadrata. Osim toga, moguce je
da pod nekim uslovima MINQUE metoda daje nepristrane vrijednosti, odnosno da
su procjene komponente varijance negativne(Fotopoulos, 2003).

Negativne vrijednosti komponenti mogu se javitiiz sljedecih razloga, kako to navodi
Sjoberg (1984):

= nedovoljan broj opazanja u odnosu na broj nepoznatih — tj. mala
prekobrojnost,
= nekorektan stohasticki model i

= nepodesne inicijalne vrijednosti.

Skoro nepristrana procjena, iliAUE metoda, namijenjena je da reducira ogromne
zahtjeve racunanja kod procjene komponenti varijance, kako jeopisano u Horn i dr.
(1975), a alternativnu formulu za AUE metodu je dao Hsu (1999). U svome radu Hsu
(2001) pokazao je da je Helmert - ova metoda identi¢na sa IAUE metodom.Ova
metoda implementirana je formulom (Horn i dr., 1975), a koja takoder predstvalja
iterativni postupak:

, U"RQ;R"1 (5.66)
% = "(RQ)
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Izbor odgovaraju¢e metode procjene trebalo bi da se oslanja na Zeljene osobine
procjene, kao Sto su invarijantnost, nepristranost, minimalna varijanca, ne-
negativnost, racunska efikasnost i itd. U nekim sluc¢ajevima, sve navedene osobine
ne mogu biti ispunjene, pa se treba odluditi koja od njih ée biti Zrtvovana. U principu,
pri donosenju odluke o osobinama procjene, mora se odlucivati od slucaja do
slu¢aja, a u zavisnosti od podataka i specificnosti aplikacije.

Danas je najceSCe traZena osobina racunarska efikasnost zbog velike kolicine
podaka koji se mogu koristiti za procjenu komponenti variajnace. Glavna kritika
tradicionalnim procjenama komponeti varijance je potreba za ponovljanjem
inverzije velikih matrica.

Drugi aspekt, koji treba uzeti u obzir prilikom odabira odgovarajuée metode
procjene je pitanje da li se radi o balansiranim ili neuravnoteZenim podacima. Sve
metode zahtijevaju da podaci budu grupisani ili klasifikovani po nekom atributu koji
karakteriSe varijancu. Ova klasifikacija podataka moZe se izvrsiti u skladu s vrstom ili
po kvaliteti podataka. Ako u svakoj grupi podataka ima isti broj opazanja, onda su
one uravnotezene i lakse je dobiti procjenu komponenti. Medutim, uravnotezeni
podaci su rezultat dizajniranih eksperimenata i rijetko se sre¢u u praksi. U vecini
slucajeva radi se o neuravnotezenim podacima, sto opet znadi da je duZina bar
jednog vektora grupe opaZanja razlic¢ita od bar jednog vektora neke druge grupe
opazanja.

Proces izravnanja geodetskih podataka baziran je na modelu opaZanja i uglavhom se
sastoji od dva matematicka modela. S jedne strane, to je funkcionalni model koji
definiSe matematicke relacije izmedu nepoznatih parametara i opazanja, zajedno s
pravilno modeliranim sistematskim uticajima. Druga komponenta svakog
izjednacenja metodom najmanjih kvadrata je definisanje realnog stohastickog
modela u formi varijanc kovarijanc matrice, koja opisuje greske funkcionalnog
modela, a koje su po svojoj prirodi slucajnog karaktera. Stohasticki model
prostornog 3D izravnanja heterogenog vektora opaZanja, koji sadrzi pravce p,
duZine dtps, duZine iz GNSS opazanja dgnss, zenitne udaljenosti z, visinske razlike iz
trigonometrijskog nivelmana Ah i koordinatne razlike Ay, Ax i AH dat je izrazom
(Bahridr., 2007):

Ew")=C =0Q=1-Qq=P"! (5.67)
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gdje je C; uopsteno varijanc kovarijanc matrica. Matrica P je blok dijagonalna
matrica teZina i inverzija simetricne pozitivno definitne kofaktor matrice je Q.
Varijanc faktor g¢ je a priori odabran i obi¢no se usvaja da je jedan.

Odgovarajudi a posteriori varijanc faktor 65 se moze izracunati primjenom jednacine
(3.21), a na osnovu vektora popravaka iz izravnanja i koristi¢e se modifikacijom a
priori varijanc kovarijanc matrice. Medutim, stohasti¢ki model predstavljen gore
jednacinom (5.67) Cesto nije precizan ili cak moZe biti i nekorektan pa ima direktan
uticaj na rezultate procjene. Klasi¢ni stohasti¢ki model dozvoljava samo, kako je to
vec ranije re¢eno, jedan zajednicki varijanc faktor kovarijanc matrice. Ako postoje
opazanja razlicitog tipa, kao u ovom slucaju, jedan varijanc faktor nije dovoljan da
poboljsa kvalitetu kovarijanc matrice. Stoga je veoma vazno, primijeniti dobro
poznate statisticke alate procjene komponenti varijance, gdje je moguce procijeniti
komponente varijance svake grupe opazanja.

Cinjenica je da kovarijanc matrica opaZanja C€; mora biti bar priblizno poznata
prilikom primjene algoritama za procjenu komponenti varijance. Ova matrica za
pocetna racdunanja se izvede na osnovu pocetnih vrijednosti ?00 nepoznatih
komponenti varijance. Medutim, nedostatak dobre procjene bi trebao biti razlog za
poticaj imlementacije procjene komponenti varijance. Prema tome, razliCite
metode procjene su samo lokalno najbolji procjenitelji, koji obezbjeduju
komponente varijance ovisne o izboru a priori varijanc faktora.

Iterativni pristupi, mogu kompenzirati ovaj problem. Oni pruzaju globalno najboljeg
procjenitelja, manje ovisnog od pocetnih procjena nepoznatih komponenti
varijance. Ovo je posebno vazno ako je pocetna procjena nepouzdana ili neizvjesna.
Na Slika 5-1 dat je pregled iteracijskog postupka koriStenog za metode procjene
komponenti varijance.

Vektor 8 nepoznatih komponenti varijance moze da sadrzi sljede¢e komponente
87,640 BdaNss) 07 Ghns Otes Bhys Opn ili Gioor- A priori komponente varijance
9{) = aiz su specificirane pocetne vrijednosti za svaku grupu mijerenja i =
D, dtps, dgnss, Z, Ah, Ax, Ay, AH ili koor. Ove pocetne priblizne vrijednosti
koristene su u prvoj (pocetnoj) iteraciji i sluze da se izvedu prve komponente
varijance 93’ za svaku grupu mjerenja, koja je primjenjena na odgovarajucu kofaktor
matricu. Na ovaj nacin izvrsi se azuriranje kofaktor matrice.

U sljedecoj iteraciji v =v + 1, procjena komponenti varijance je ponovljena
definisanjem rezultata procjene iz predhodne iteracije kao a priori vrijednosti, te
novi skup komponenti varijance ég’“ moze biti izveden.
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Apriori komponente
varijance

Procijenjene
komponente
varijance

Ne

Mnoienje kofaktor
matrice

Q! = 6/60q;

# AZuriranje kovarijanc matrice

v=v+1

Da

Uwesti aZuriranu kovarijanc
matricu

Konatna procijenjena vrijednost

¢
g; = H 67,i = p.drps, doxss. z, Ak, Ay, Ax, AH
0

Slika 5-1: Iteracijska procedura procjene komponenti varijance (prema
(Fotopoulos, 2003))

Kriterij za zaustavljanje iteracionog procesa, za slucaj kada heterogeni vektor sadrzi

mjerenja:  horizontalnih

pravaca p,

duZina  mjerenih  elektroopti¢kim

daljinomjerom drps, prostornih duzina dobivenih iz GNSS mjerenja dgyss, zenitnih
udaljenosti z i visinskih razlika iz trigonometrijskog nivelmana Ah, je da se sve
procijenjene komponente pribliZe jedinici, kao $to pakazuje sljedeci izraz:

)

e
HgTPS
in/GNSS

6y

| 6y, |
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U slu¢aju da heterogeni vektor sadrZzi mjerenja horizontalnih pravaca p, duzina
mjerenih elektropti¢kim daljinomjerom d, zenitnih udaljenosti z, visinskih razlika iz
trigonometrijskog nivelmana dh, te koordinatnih razlika Ax, Ay i AH, kriterij prekida
iteracijskog procesa dat je sa:

[ 0) ] (5.69)

)

<

Il

==

B<

l
e G S\

Kriterij konvergencije moZe se ostvariti ako je razlika izmedu dvije susjedne iteracije
manja od definirane vrijednosti, npr. odabran u konkretnom slucaju 0,0001:

|8V — 6V~ < 0,0001 (5.70)
Uslovna jednacina (5.70) testira se za sve komponente, da bi bili se osiguralo
zadovoljenje odabranog kriterija, jer brzina konvergencije nije ista za sve

komponente varijance. Na kraju, konac¢na vrijednost komponenti varijance svake
grupe opazanja koja se procjenjuje u n iteracija je (Fotopoulos, 2007):

n
AZ_"_| |"v
O'i—gi— gi'

v=0

i € [p, dTPS' dGNSS'Z' Ah, Ay, A.X', AH]

(5.71)
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6 Rijeseni primjeri procjene komponenti varijance

U prethodnim poglavljima predstavljen je teoretski pristup i metodologija procjene
komponenti varijance razli¢itim metodama za heterogeni vektor mjerenja. Fokus
ovog poglavlja je primjeniti predloZzene metode procjene na komponente varijance
na stvarne i simulirane geodetske mreze za odredivanje 3D polozaja tacaka.

Za prakti¢nu primjenu procjene komponenti heterogenog vektora u 3D geodetskim
mrezama odabrane su metode uz prethodno definirane kriterije.

RjeSavanje problema procjene komponenti variajnci u geodetskim mrezama
zahtijeva koristenje komleksnih matematickih formula. Za potrebe procjene
neophodno je razvijanje algoritama, procedura su iterativne sa velikim brojem
racunanja s velikom koli¢inom podataka, koji zahtijeva rad sa matricama i ponekad
kompleksnim racunanjem njihovih inverznih vrijednosti. Problem je dosta
pojednostavljen primjenom softverskog paketa MATLAB, koji omogucava koristenje
gotovih funkcija. Dobra strana primjene ovog softversko - matematickog alata je
mogucénost pisanja vlastitih funkcija i skripti, Sto je pomoZeu rjeSavanju postavljenih
zadatka.

Racunanje komponenti varijance provedeno je u 5 geodetskih mreza. Tri geodetske
mreze su sa simuliranim opaZanjima (“Kocka”, “So¢a97” i “Moste”), a dvije mreze sa
stvarnim geodetskim mjerenjima (“Pg_Slovenija” i “GFSA”).

MINQUE metoda — statisticki stroga procjena komponenti varijance, nepristrana,
ispunjava uvjet minimalne kvadratne norme. Ova metoda (Slika 6-1 i Tabela 6-1) je
primjenljiva na parametarski Gauss—Markov model izravnanja i daje ocjenu tac¢nosti
procijenjenih komponenti varijance.
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Tabela 6-

1 MINQUE metoda procjene komponenti varijance

Svrha:
Ulazni
podaci:

Izlaz:

Racunanje komponenti varijance @ = [6,, ..., 6., ]

A - dizajn matrica

C, — varijanc kovarijanc matrica opazanja

Q; - kofaktor matrica opazanja

l- vektor skraéenih opazanja

0, - a priori komponente varijance

é - uvjet konvergencije

0-a posteriori procijenjene komponente varijance

D(@) - ocjena a posteriori odredenih komponenti varijance

WO NOURWN

Formiranje kofaktor matrica za svaku grupu opazanja Q;,C; =
™., Q;, m—broj grupa opazanja,

Ragunanje matrice R = C;! [I - A(ATC,_lA)_lATC[l]

RaCunanje elemenata matrice S, s;; = tr{RTl-RTj}

Ragunanje elemenata matrice q, q; = " RT;R1

Procjena komponenti varijance 8Y = S~ 1q,v - brojiteracije

Provjera konvergencije [8¥ — V7| > §

Ratunanje komponenti varijance za novu iteraciju ¥*! = §vgv~1!

AZuriranje kofaktor matrica QY+ = 6/*1Q;

Radunanje kovarijanc matrice procijenjenih komponenti varijance -

Cpg=2H"1
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Start

Al,60,6

:

m
Q =6T,C = Z Q;
=1

R=ct[1- A(ATA) " ATG Y

sy = r{RT;RT;}

g =1"RQ;RI
o =5"1q
Da Ne Jvk
o= [e
gv+1 — ’B'"v o ’B"'v—l |§v i av—ll =8 v=0
et = B8

( Kraj )

Slika 6-1: Dijagram toka za MINQUE metodu procjene komponenti varijance
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Helmertova metoda — statisticki stroga procjena komponenti varijance, nepristrana,
ispunjava uvjet minimalne kvadratne norme. Ova metoda (Slika 6-2 i Tabela 6-2)
primjenljiva na parametarski Gauss — Markov model izravnanja i daje ocjenu ta¢nosti
procijenjenih komponenti varijance.

Tabela 6-2 Helmert - ova metoda procjene komponenti varijance

Svrha: Racunanje komponenti varijance® = [91, ...,@m]
Ulazni A - dizajn matrica
podaci: C, — varijanc kovarijanc matrica opazanja

Q; - kofaktor matrica opazanja

l- vektor skraéenih opazanja

0, - a priori komponente varijance

0 - uvjet konvergencije

0-a posteriori procijenjene komponente varijance

Izlaz: D(8) - ocjena a posteriori odredenih komponenti

varijance

1. Racunanje kofaktor matrica za svaku grupu opazanja Q;C; =
™. Q; m—brojgrupa opazanja,

2. Formiranje A; matrica koeficijenata za svaku grupu opazanja, A =
™, A;, m—broj grupa opazanja

3. Racdunanje matrice normalnih jednacina svake grupe opazanja N; =

ATQ;*A;, N = ¥™, N;, m-broj grupa opazanja
4. Procjena nepoznatih parametara X = N"!'n, N = ATQ;'An =

ATQ

5. Racunanje vektora popravaka za svaku grupu mjerenja v; = A;X —
;

6. Formiranje Helmertove jednatine w;=v;Q;'v;, h; =n; —
2tr(N_1Ni) + tr(N_lNiN_lNi), d h'l] =

tr(N‘lNl-N‘le) zai#jzai,j=1,..,m.
7. Procjena komponenti varijance 0V =H'w,v- broj iteracije
8. Provjera konvergencije|§" — @V‘1| >0
9. Racunanje komponenti varijance za novu iteraciju 8V*1 = §vgV~!
10. Aiuriranje kofaktor matrica Q¥+ = 6/*1Q;

11. Racunanje kovarijanc matrice procijenjenih komponenti varijance -
Cy = 2H !
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m
Q; =6,T,C = Z Q;
i=t

¥=N"'n,N=ATCj'A ,n=ATC"1
v, =AX-1,

e TS
w; = v; Qv

hy =n; — 2tr(N7IN) + tr(NTIN;N7IN))

hy =tr(N7IN;N7IN;) zai#j

Da Ne

Bv+1 = 'ﬁ'"v 9 ﬁv—l |av == ﬁv—ll =6

T eEt=a Ry

Slika 6-2: Dijagram toka za Helmertovu metodu procjene komponenti varijance
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Forstnerova metoda - najpopularnija pojednostavljena metoda razvijena na
temelju doprinosa prekobrojnih mjerenja. Nedostatak ove metode (Slika 6-3 i Tabela
6-3) je nemogucénost ocjene procijenjenih komponenti varijance.

Tabela 6-3 Forstner - ova metoda procjene komponenti varijance

Svrha: Racunanje komponenti varijance @ = [0, ..., 0,,]
Ulazni A - dizajn matrica
podaci: C; — varijanc kovarijanc matrica opazanja
Q, - kofaktor matrica opazanja
l — vektor skracenih opazanja
0, - a priori komponente varijance
0 - uvjet konvergencije
0-a posteriori procijenjene komponente varijance
Izlaz:
1. Racunanje kofaktor matrica za svaku grupu opaianja Q;C; =
™ .Q;, m—broj grupa opazanja,
2. Formiranje A; matrica koeficijenata za svaku grupu opazanja, A =
™ A;, m—broj grupa opazanja
3. Racunanje matrice normalnih jednacina svake grupe opazanja N; =
Al-TQi‘lAl-, N =Y, N;, m —broj grupa opazanja
4. Procjena nepoznatih parametara X = N"!'n, N =ATQ;'An =
ATQ M
5. Racunanje vektora popravaka za svaku grupu mjerenja v; = A;X —
;
6. Ratunanje matrice Q,,,, = Q; — A;N"'A;
7. Racdunanje sume kvadrata popravaka v?Q{lvi
RaCunanje r; koji predstavlja doprinos prekobrojnosti mjerenja
pojedine grupe mjerenja1; = tr(Q{leivi)
. . . 2y viQity; .
8. Procjena komponenti varijance @V = o v - broj
iteracije
9. Provjera konvergencije |§V — ’év-1| >0
10. Ra¢unanje komponenti varijance za novu iteraciju V! = §vgV~1
11. Aiuriranje kofaktor matrica QY** = 8Y*1Q;
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Q=6T,Q= i Q;
i=1

£=N1n,N=ATQ !A ,n=ATQ; 11
v, =Ax-—1

|

_ iy
w; =v; Qv

Quw, = Q' —ANTIA;

n = w(Qr Quw)

Da Ne

_ =615
B‘V-!—T. - e‘v g Bv—l

Q" =6'"q k
g ]_[a*v

Slika 6-3: Dijagram toka za Férstner ovu metodu procjene komponenti varijance

90



Ebner ova metoda — pojednostavljena metoda, jednacine izvedene direktno iz
zakona o razdiobi greSaka i bez ograni¢enja normalne razdiobe. Nedostatak metode
(Slika 6-4 i Tabela 6-4) je nemogucnost ocjene procijenjenih komponenti varijance.

Tabela 6-4 Ebner - ova metoda procjene komponenti varijance

Svrha:
Ulazni
podaci:

Izlaz:

Racunanje komponenti varijance @ = [0, ..., 6,,]
A - dizajn matrica

C, — varijanc kovarijanc matrica opazanja

Q, - kofaktor matrica opazanja

l — vektor skra¢enih opazanja

0, - a priori komponente varijance

0 - uvjet konvergencije

0-a posteriori procijenjene komponente varijance

10. Azuriranje kofaktor matrica Q¥+ = 6/*1Q;

Racunanje kofaktor matrica za svaku grupu opazanja Q;C; =
™ .Q;, m—broj grupa opazanja,
Formiranje A; matrica koeficijenata za svaku grupu opazanja,
A =Y", A;, m—broj grupa opaZanja
Radunanje matrice normalnih jednacdina svake grupe
opazanja N; =A;FQL-"1Ai, N=Y",N; m — broj grupa
opazanja
Procjena nepoznatih parametara X=N1ln, N=
ATQ;'An = ATQ;
Racunanje vektora popravaka za svaku grupu mjerenja v; =
Radunanje sume kvadrata popravaka v}rvi
Procjena komponenti varijance 8V = (viTvi + tr(AL-N‘lAL-T))/
n;, v - broj iteracije
Provjera konvergencije |§V — 9"‘1| >0
Radunanje komponenti varijance za novu iteraciju V1 =
’e‘vav—l
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AL By &

Q= E:TE-’EJ - iu‘:

(=1

F=N"'n.N=ATC'A .n=aATC"

iy = {:va, 4+ E[A,H“ﬂ.r}} iy

vl _ E‘v "ﬁ\'—i

Q= 611,

Slika 6-4: Dijagram toka za Ebner - ovu metodu procjene komponenti varijance
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AUE - priblizno nepristana procjena (Slika 6-5 i Tabela 6-5), razvijena je kao
alternativa MINQUE metodi procjene komponenti varijance, daje nenegativne
procjene komponenti varijance.

Tabela 6-5 AUE metoda procjene komponenti varijance

Svrha: Racunanje komponenti varijance 8 = [0, ..., 0,,]
Ulazni A - dizajn matrica
podaci: C; — varijanc kovarijanc matrica opazanja

Q; - kofaktor matrica opazanja

l - vektor skracenih opazanja

0, - a priori komponente varijance

0 - uvjet konvergencije

0-a posteriori procijenjene komponente varijance

Izlaz:
1. Formiranje kofaktor matrica za svaku grupu opaZanja Q;C;, =
™., Q;, m—broj grupa opazanja,
Ragunanje matrice R = C;*! [I - A(ATC,_lA)_lATCl_l]
Racunanje q; = ITRQ;RI
Racunanje [; = tr(RQ;)
Procjena komponenti varijance oY = %, v - broj iteracije

L
Provjera konvergencije [8¥ — V| > §
Racunanje komponenti varijance za novu iteraciju V! = §v9v!
Aiuriranje kofaktor matrica QY*! = 6*1Q;

O N kWD
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m
Q=6T,C = Z Q;
=1

R=G*[1- A(ATctA) ATG

l; = tr(RQ;)

Da Ne v

B1J+1 = "B"v *"B"'v—i |§v 2ty ﬁv—il ~§

+1 _ +1
QT =67

=-H}

( Kraj )

Slika 6-5: Dijagram toka za AUE metodu procjene komponenti varijance



6.2 Konfiguracija primjera geodetskih mreza

Metode a posteriori procjene komponenti varijance primjenjene su na pet
geodetske mreZe koje su imale razliciti heterogeni vektor mjerenja za odredivanje
3D (y, x, H) poloZaja tacaka.

6.2.1 Teoretska mreza 1: “Kocka” — duzina stane 500 m

Teoretska mreza “Kocka” sa stranama duZine 500 m je simulirana geodetska 3D
mreza koju cine osam tacaka (Slika 6-6) koje Cine geometrijsko tijelo kocku.
Heteregoni vektor mjerenja ovdje ¢ine mjerenja horizontalnih pravaca p, duZina d,
zenitnih udaljenosti z, visinskih razlika Ah, koordinatnih razlika Ay, Ax i AH. Grupe
mjerenja su homogene i svaku od navedih mjerenja ¢ini 48 mjerenja.

Slika 6-6: Teoretska mreza “Kocka” — strana 500 m
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Priblizne vrijednosti koordinata tacaka su u Tabela 6-6.

Tabela 6-6 Koordinate tacaka u teoretskoj mreZi “Kocka”

Broj tacke Koordinate tacaka mreze
y [m] x [m] H [m]
A 100 100 100
B 600 100 100
C 600 600 100
D 100 600 100
Al 100 100 600
Bl 600 100 600
C1 600 600 600
D1 100 600 600

Pocetne vrijednosti standardnih odstupanja pojedinih grupa mjerenja date su

Tabela 6-7:

Tabela 6-7 Poletne vrijednosti standardnog odstupanja za a posteriori procjenu —
mreZa “Kocka”

Opcija A priori standardna odstupanja
Sa Sp Sz SAh ShAx Shy SAH
[mm] " ["] [mm] [mm] [mm] [mm]
1 1 1 1 1 1 1 1
2 2 1 1 3 3 3 3
3 5 1 5 5 5 5
4 3 2 5 5 5 5
5 100 10 10 100 100 100 100
6 0.001 0.01 0.01 0.001 0.001 0.001 0.001
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6.2.2 Teoretska mreza “So¢a97”

Geodetska mreZa radnog naslova “Soca97” (Slika 6-7Error! Reference source not
found.) je simulirana geodetska 3D mreza koju Cine cetiri geodetske tacke.
Heteregoni vektor mjerenja ovdje definiSu mjerenja horizontalnih pravaca p, duzina
d, zenitnih udaljenosti z, visinskih razlika Ah, koordinatnih razlika Ay, Ax i AH. Grupe
mjerenja su homogene i svaku grupu ¢ini 12 mjerenja.

0 50 100 200

Slika 6-7: Teoretska mreza “Soc¢a97”
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Priblizne vrijednosti koordinata taCaka date u Tabela 6-8 Koordinate tacaka u
geodetskoj mrezi “Soca97”.

Tabela 6-8 Koordinate tacaka u geodetskoj mrezi “So¢a97”

Broj tacke Koordinate tacaka mreze
y [m] x [m] H [m]
A 2577.14 1732.65 1234.56
B 2418.25 1746.3 1345.67
C 2566.75 2041.48 1456.78
D 2651.76 2047.6 1567.89

Pocetne vrijednosti standardnih odstupanja pojedinih grupa mjerenja date su u
Tabela 6-9.

Tabela 6-9 Pocetne vrijednosti standardnog odstupanja za a posteriori procjenu —
mreZa “Soc¢a97”

Opcija A priori standardna odstupanja
Sa Sp Sz SAh ShAx Shay SAH
[mm] " ["] [mm] [mm] [mm] [mm]
1 3 1 1 3 3 3 3
2 1 1 1 1 1 1 1
3 5 2 2 5 5 5 5
4 3 2 2 5 5 5 5
5 100 10 10 100 100 100 100
6 0.001 0.01 0.01 0.001 0.001 0.001 0.001

Geodetska mreZa radnog naslova “Moste” je simulirana 3D geodetska mreza (Slika
6-8) koju definiSe deset geodetskih tacaka. Oblik mreze odreden je na osnovu realne
mreze “Moste”, koja sluzi za kontrolu stabilnosti visoke vodne pregrade
hidrocentrale “Moste” u Sloveniji. Heteregoni vektor mjerenja u ovoj mrezi ¢ine
mjerenja horizontalnih pravaca p, duZina d, zenitnih udaljenosti z, visinskih razlika
Ah, koordinatnih razlika Ay, Ax i AH. Grupe mjerenja su homogene i svaku od navedih
grupa Cine 62 mjerenja.
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“Moste”

mrezZa

Slika 6-8: Simulirana
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Priblizne koordinate ta¢aka u geodetskoj mrezi “Moste” date su u Tabela 6-10.

Tabela 6-10 Koordinate tacaka geodetske mreZe “Moste”

Broj tacke Koordinate tacaka mreze
y [m] x [m] H [m]
S 33201.4997 | 40446.4239 520.875
w 32906.7050 | 40937.9790 568.523
\' 33195.9033 | 41081.3723 518.962
Vi 33224.3437 | 41077.9999 520.112
Vil 33090.1784 | 40988.8498 525.184
IX 33256.5110 | 40975.0125 526.960
X 33213.7040 | 41065.9042 487.405
XI 33195.2804 | 41068.4344 487.398
Xl 33142.5219 | 41123.7866 531.846
P3 33175.0268 | 41030.3072 487.393

Pocetne vrijednosti standardnih odstupanja (Tabela 6-11) pojedinih grupa mjerenja

date su:

Tabela 6-11 Pocetne vrijednosti standardnog odstupanja za a posteriori procjenu —
mreZa “Moste”

Opcija A priori standardna odstupanja
Sd Sp Sz SAn Sax Say SAH
[mm] ["] ["] [mm] [mm] [mm] [mm]
1 1 1 2 2 2 2
2 1 1 1 1 1 1
3 2 2 2 2 2 2
4 1 0.1 0.1 1 1 1 1
5 100 10 10 100 100 100 100
6 0.001 0.01 0.01 0.001 0.001 0.001 0.001

100




6.2.4 MreZa “Pg_Slovenija”

Realna geodetska mikrotriangulaciona 3D mreza (Slika 6-9) ustanovljena je u blizini
vrtica i osnovne Skole Polhov Gradec (u ovom radu nazvana “Pg_Slovenija”). U ovoj
mrezZi su izvedena klasi¢na terestricka geodetska mjerenja. Mreza sluzi za kontrolu
potpornog zida, koji stiti zgradu osnovne Skole od nestabilnog kamenjara. Kontrolnu
mrezu Cini 29 tacaka, od kojih su tri referentne tacke i 26 kontrolnih tacaka.
Heterogeni vektor mjerenja, u ovoj geodetskoj mreZi ¢ine: 79 horizontalnih pravaca
p, 69 duzZina d, 69 zenitnih udaljenosti z i 69 visinskih razlika Ah odredenih
trigonometrijskim nivelmanom.

Slika 6-9: 3D geodetska mreZza — “Pg_Slovenija”

Priblizne vrijednosti koordinata tacaka date su u Tabela 6-12
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Tabela 6-12 Koordinate tacaka geodetske mreze “Pg_Slovenija”

Broj tacke Koordinate tacaka mreze
y [m] x [m] H [m]
1 6732.9420 2938.0807 75.9434
2 6763.2493 2977.5334 78.3128
3 6849.5001 2978.5497 82.3087
sl 6757.6030 2983.2914 79.2377
s2 6768.4813 2999.2070 82.0307
s3 6780.2567 3004.7611 82.8343
s4 6798.4278 3001.8291 82.7515
s5 6812.4180 2999.1593 82.7350
s6 6813.9251 2981.7517 82.5426
s7 6831.0537 2978.3023 82.6829
s8p 6850.8971 2961.3264 83.2023
s9p 6841.7632 2924.5270 78.1420
s10p 6722.8355 2938.3536 77.0188
11 6768.1806 3006.0172 81.2398
12 6778.3280 3004.7549 81.5222
13 6783.8018 3008.1042 81.5088
14 6798.7284 3005.3770 81.4145
15 6813.1230 3003.0718 81.4989
16 6814.1497 2997.3304 81.4309
17 6824.3325 2996.1419 81.3507
18 6834.5008 2992.6885 81.3588
21 6768.0034 3006.4158 85.9007
22 6778.2605 3005.1266 85.8953
23 6783.9000 3008.5223 86.7407
24 6798.8063 3005.8329 86.7398
25 6813.1264 3003.4843 86.7575
26 6814.2989 2997.7866 85.9572
27 6824.7433 2996.6917 85.9260
28 6835.4618 2992.9701 85.8668

Pocetne vrijednosti standardnih odstupanja (Tabela 6-13) pojedinih grupa mjerenja
date su:
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Tabela 6-13 Pocetne vrijednosti standardnog odstupanja za a posteriori procjenu —

mreZa ,,Pg_Slovenije”

Opcija A priori standardna odstupanja
Sq Sp S, SAR
[mm] [ ["] [mm]
1 0.3 1 1 0.3
2 0.3 0.1 0.1 0.3
3 0.1 0.1 0.1 0.1
4 1 1 1 1
5 100 10 10 100
6 0.001 0.01 0.01 0.001

Kontrolna mreZa uspostavljena na lokalitetu Gradevinskog fakulteta u Sarajevu (u
radu nazvana “GFSA”) Cini deset geodetskih tacaka. Ova mrezZa razvijena je za
potrebe izvodenja prakticne nastave za studente Odsjeka za geodeziju. U
kontrolnoj mrezi (Slika 6-10) izvrSena su klasi¢na terestricka mjerenja: horizontalni
pravci p, zenitne udaljenosti z, duZine d i visinske razlike trigonometrijskim
nivelmanom Ah, te GNSS mjerenja (iz koordinatnih razlika — duZine izmedu
tacaka dgnss)-

Heterogeni vektor mjerenja, u ovoj geodetskoj mreZi ¢ini, pet naprijed navedenih
grupa mjerenja. U mreZi su opazana 34 horizontalna pravca p, 17 duZina TPS dps,
15 duZina GNSS dgnss, 20 zenitnih udaljenosti z i 24 visinske razlike odredene
trigonometrijskim nivelmanom Ah.
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GPS MIEREMNIA

TERESTRICKA,
MIERENIA

Slika 6-10: Geodetska mreZa na lokalitetu Gradevinskog fakulteta u Sarajevu —
“GFSA”

Priblizne vrijednosti koordinata tacaka geodetske mreze ,GFSA” date su u Tabela
6-14
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Tabela 6-14 Koordinate tacaka geodetske mreze “GFSA”

Broj tacke A priori standardna odstupanja
y [m] x [m] H [m]
10 6533623.150 | 4858454.850 | 585.287
20 6533721.240 | 4858174.390 | 576.520
30 6533707.160 | 4858308.980 | 586.193
40 6533644.560 | 4858233.500 | 576.802
50 6533376.676 | 4858140.748 | 566.475
60 6533330.720 | 4858466.900 | 565.338
70 6533559.440 | 4858459.150 | 578.280
80 6533510.210 | 4858691.690 | 576.007
90 6533088.390 | 4858816.114 | 594.815
101v 6533625.810 | 4858348.340 580.96

Pocetne vrijednosti standardnih odstupanja (Tabela 6-15) pojedinih grupa mjerenja

date su:

Tabela 6-15 Pocetne vrijednosti standardnog odstupanja za a posteriori procjenu —

mreZa “Gfsa”

Opcija A priori standardna odstupanja

Sdrps Sdgnss Sp 57 SAn
[mm] ["] ["] [mm] [mm]

1 3 5 3 3 5

2 3 5 1 1 5

3 5 3 1 1 3

4 5 5 5 5 5

5 100 10 10 100 100

6 0.001 0.01 0.01 0.001 0.001

U gore navedenim geodetskim mreZzama trebalo je primjenom navedenih metoda
(MINQUE, Helmert, Forstner, Ebner i AUE) izvrsiti procjenu komponenti varijance
pojedinih grupa mjerenja. Kako su metode procjene iteracioni postupci, neophodne
su inicijalne (pocetne) vrijednosti standardnog odstupanja pojedine grupe mjerenja.
Za svaku geodetsku mreZu odabrano je po Sest opcija a priori standardnog
odstupanja pojedinih grupa mjerenja. Ove vrijednosti su navedene u tabelama.
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Za opciju 1 — u realnim geodetskim mrezama ,,Pg_Slovenija“ (Tabela 6-13) i ,,GFSA“
(Tabela 6-15) vrijednosti standardnog odstupanja pojedine grupe mjerenja usvojene
Su na osnovu upotrijebljenog instrumentarija i metode rada (najces¢i nacin). Za
teoretsku mrezu “Kocka” (Tabela 6-7), te simulirane mreza “So¢a97” (Tabela 6-9) i
“Moste” (Tabela 6-11) prije simulacije mjerenja usvojene su vrijednosti a priori
standarnog odstupanja za opciju 1. Opcije 2, 3 i 4 su kreirane tako da su vrijednosti
iz opcije 1 na smislen nacin multiplicirane (bilo uveéane ili umanjene). Na kraju u
svrhu eksperimentisanja, opcije 5 i 6 su uzete kao ekstremni slucajevi, gdje su
pocetne vrijednosti nedvosmisleno puno vece, odnosno puno manje od realnih
vrijednosti standarnog odstupanja pojedinih grupa mjerenja.

Zadatak je bio utvrditi :

1) dalije a posteriori procjena komponenti varijance invarijantna
na pocetne inicijalne vrijednosti
2) konacne vrijednosti komponenti varijance
3) broj iteracija
4) uticaj procjene na konacne rezultate procjene nepoznatih —
koordinata
1) Invarijantnost na pocetne vrijednosti

Primjenom naprijed opisanih iteracijskih postupaka na primjerima geodetskih mreza
dobiveni su rezultati a posteriori procjene standardnog odstupanja pojedinih grupa
mjerenja heterogenog vektora. Rezultati provedenih raCunanja predstavljeni su
tabelarno.

1) Teoretska mreza “Kocka”

Tabela 6-16 A posteriori procjena standardnog odstupanja MINQUE metoda

Opcija A posterioristandardna odstupanja
Sd Sp Sz SAn Sax Say SAH
[mm] ["] ["] [mm] [mm] [mm] [mm]

2.3735 | 0.8526 | 1.1211 | 3.3895 | 3.2904 | 2.7061 | 2.6623
2.3735 | 0.8526 | 1.1211 | 3.3895 | 3.2904 | 2.7061 | 2.6623
2.3735 | 0.8526 | 1.1211 | 3.3895 | 3.2904 | 2.7061 | 2.6623
2.3735 | 0.8526 | 1.1211 | 3.3895 | 3.2904 | 2.7061 | 2.6623
2.3735 | 0.8526 | 1.1211 | 3.3895 | 3.2904 | 2.7061 | 2.6623
2.3735 | 0.8526 | 1.1211 | 3.3895 | 3.2904 | 2.7061 | 2.6623

AN WIN|F-

106



Tabela 6-17 A posteriori procjena standardnog odstupanja Helmertova metoda

Opcija A posteriori standardna odstupanja
Sd Sp Sz SAh SAx Say SAH

[mm] "] ["] [mm] [mm] [mm] [mm]
1 2.3884 0.7662 1.1224 | 3.3897 | 3.2807 | 2.7137 | 2.6614
2 2.3884 0.7662 1.1224 | 3.3897 | 3.2807 | 2.7137 | 2.6614
3 2.3884 0.7662 1.1224 | 3.3897 | 3.2807 | 2.7137 | 2.6615
4 2.3884 0.7662 1.1224 | 3.3897 | 3.2807 | 2.7137 | 2.6614
5 2.3884 0.7662 1.1224 | 3.3897 | 3.2807 | 2.7137 | 2.6614
6 2.3884 0.7662 1.1224 | 3.3897 | 3.2807 | 2.7137 | 2.6614

Tabela 6-18 A posteriori procjena standardnog odstupanja Férstnerova metoda

Opcija A posteriori standardna odstupanja
Sd Sp Sz SAh Sax Say SAH

[mm] ["] ["] [mm] [mm] [mm] [mm]
1 2.3821 | 0.7991 1.1219 | 3.3896 | 3.2843 | 2.7106 | 2.6617
2 2.3821 | 0.7991 1.1219 | 3.3896 | 3.2843 | 2.7106 | 2.6617
3 2.3821 | 0.7991 1.1219 | 3.3896 | 3.2843 | 2.7106 | 2.6617
4 2.3821 | 0.7991 1.1219 | 3.3896 | 3.2843 | 2.7106 | 2.6617
5 2.3821 | 0.7991 | 1.1219 | 3.3896 | 3.2843 | 2.7106 | 2.6617
6 2.3821 | 0.7991 | 1.1219 | 3.3896 | 3.2843 | 2.7106 | 2.6617

Tabela 6-19 A posteriori procjena standardnog odstupanja Ebnerova metoda

Opcija A posteriori standardna odstupanja
Sa Sp Sz SAn Sax Spy SAH

[mm] | '] 'l | (mm] | [mm] | [mm] | [mm]
1 2.3884 | 0.7661 | 1.1224 | 3.3897 | 3.2807 | 2.7137 | 2.6613
2 2.3884 | 0.7661 | 1.1224 | 3.3897 | 3.2807 | 2.7138 | 2.6614
3 2.3885 | 0.7661 | 1.1224 | 3.3897 | 3.2806 | 2.7138 | 2.6613
4 2.3883 | 0.7663 | 1.1225 | 3.3897 | 3.2806 | 2.7138 | 2.6613
5 2.3883 | 0.7663 | 1.1224 | 3.3897 | 3.2806 | 2.7137 | 2.6613
6 2.3884 | 0.7662 | 1.1224 | 3.3897 | 3.2807 | 2.7137 | 2.6613
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Tabela 6-20 A posteriori procjena standardnog odstupanja AUE metoda

Opcija A posteriori standardna odstupanja
Sd Sp Sz SAh SAx Say SAH
[mm] ["] ["] [mm] [mm] [mm] [mm]
1 2.3735 | 0.8523 | 1.1211 | 3.3895 | 3.2904 | 2.7061 | 2.6623
2 2.3735 | 0.8526 | 1.1211 | 3.3895 | 3.2904 | 2.7061 | 2.6623
3 2.3735 | 0.8526 1.1211 | 3.3895 3.2904 | 2.7061 | 2.6623
4 2.3735 | 0.8526 1.1211 | 3.3895 3.2904 | 2.7061 | 2.6623
5 2.3739 | 0.8525 1.1211 | 3.3896 | 3.2901 | 2.7061 | 2.6622
6 2.3735 | 0.8526 1.1211 | 3.3895 3.2904 | 2.7061 | 2.6623

2) Teoretska mreZa “Soca97”

Tabela 6-21 A posteriori procjena standardnog odstupanja MINQUE metoda

Opcija A posteriori standardna odstupanja
Sa Sp Sz SAh Sax SAy SAH

[mm] "] ["] [mm] [mm] [mm] [mm]
1 3.0412 | 1.1714 | 1.8805 | 3.2811 | 2.5750 | 3.1989 | 2.8359
2 3.0414 | 1.1714 | 1.8806 | 3.2811 | 2.5750 | 3.1986 | 2.8359
3 3.0414 | 1.1714 | 1.8806 | 3.2811 | 2.5750 | 3.1987 | 2.8359
4 3.0414 | 1.1714 | 1.8806 | 3.2811 | 2.5750 | 3.1987 | 2.8359
5 3.0415 | 1.1713 | 1.8806 | 3.2811 | 2.5750 | 3.1984 | 2.8359
6 3.0415 | 1.1713 | 1.8806 | 3.2811 | 2.5750 | 3.1984 | 2.8359

Tabela 6-22 A posteriori procjena standardnog odstupanja Helmertova metoda

Opcija A posteriori standardna odstupanja
Sa Sp Sz SAh SAx Sny SAH
[mm] "] ["] [mm] [mm] | [mm] | [mm]
1 3.0985 | 0.8709 1.9064 | 3.2716 | 2.5631 | 3.1483 | 2.8654
2 3.0987 | 0.8709 1.9065 | 3.2717 | 2.5631 | 3.1499 | 2.8654
3 3.0985 | 0.8709 1.9064 | 3.2716 | 2.5631 | 3.1483 | 2.8654
4 3.0985 | 0.8709 1.9064 | 3.2716 | 2.5631 | 3.1483 | 2.8654
5 3.0985 | 0.8709 1.9064 | 3.2716 | 2.5631 | 3.1483 | 2.8654
6 3.0985 | 0.8709* | 1.9064 | 3.2716 | 2.5631 | 3.1483 | 2.8654
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Tabela 6-23 A posteriori procjena standardnog odstupanja Férstnerova metoda
Opcija A posteriori standardna odstupanja

Sa Sp Sz SAh Sax Say SAH
[mm] " ("] [mm] | [mm] | [mm] | [mm]

3.0324 | 1.2439 | 1.8772 | 3.2829 | 2.5771 | 3.2102 | 2.8319
30321 | 1.2403 | 1.8771 | 3.2830 | 2.5773 | 3.2105 | 2.8318
30323 | 1.2423 | 1.8771 | 3.2830 | 2.5772 | 3.2103 | 2.8319
30321 | 1.2403 | 1.8771 | 3.2830 | 2.5771 | 3.2105 | 2.8318
Neg. | 0.0347 | 0.2180 | 0.0325 | 0.0252 | 0.0325 | 0.0300
3.0321 | 1.2407 | 1.8771 | 3.2830 | 2.5773 | 3.2105 | 2.8318

AU B WIN| -

Tabela 6-24 A posteriori procjena standardnog odstupanja Ebnerova metoda
Opcija A posteriori standardna odstupanja

Sa Sp Sz SAn SAx Shy SAH
[mm] " ["] [mm] | [mm] | [mm] | [mm]

3.0986 | 0.8697 | 1.9066 | 3.2716 | 2.5630 | 3.1485 | 2.8620
30991 | 0.8696 | 1.9068 | 3.2717 | 2.5631 | 3.1470 | 2.8620
3.0985 | 0.8697 | 1.9065 | 3.2716 | 2.5630 | 3.1488 | 2.8620
30983 | 0.8698 | 1.9064 | 3.2716 | 2.5631 | 3.1490 | 2.8620
30983 | 0.8698 | 1.9064 | 3.2716 | 2.5631 | 3.1490 | 2.8620
3.0989 | 0.8696 | 1.9067 | 3.2717 | 2.5630 | 3.1478 | 2.8620

Al | W N| -

Tabela 6-25 A posteriori procjena standardnog odstupanja AUE metoda
Opcija A posteriori standardna odstupanja

Sa Sp Sz SAn SAx Spay SAH
[mm] " ["] [mm] | [mm] | [mm] | [mm]

3.0986 | 0.8697 | 1.9066 | 3.2716 | 2.5630 | 3.1485 | 2.8620
3.0991 | 0.8696 | 1.9068 | 3.2717 | 2.5631 | 3.1470 | 2.8620
3.0985 | 0.8697 | 1.9065 | 3.2716 | 2.5630 | 3.1488 | 2.8620
3.0983 | 0.8698 | 1.9064 | 3.2716 | 2.5631 | 3.1490 | 2.8620
3.0983 | 0.8698 | 1.9064 | 3.2716 | 2.5631 | 3.1490 | 2.8620
3.0989 | 0.8696 | 1.9067 | 3.2717 | 2.5630 | 3.1478 | 2.8620

|| | W N|
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3)

Simulirana geodetska mreza “Moste”

Tabela 6-26 A posteriori procjena standardnog odstupanja MINQUE metoda

Opcija

A posteriori standardna odstupanja

Sd
[mm]

Sp

("]

Sz

("]

SAn
[mm]

SAx
[mm]

SAy
[mm]

SAH
[mm]

1.0136

0.8980

1.0493

2.0157

2.0979

1.8986

1.8967

1.0136

0.8980

1.0493

2.0158

2.0979

1.8986

1.8967

1.0136

0.8980

1.0493

2.0158

2.0979

1.8986

1.8967

1.0136

0.8980

1.0493

2.0158

2.0979

1.8986

1.8967

1.0136

0.8980

1.0493

2.0158

2.0979

1.8986

1.8967

|| W[N]

1.0136

0.8980

1.0493

2.0158

2.0979

1.8986

1.8967

Tabela 6-27 A posteriori procjena standardnog odstupanja Helmertova me

toda

Opcija

A posteriori standardna odstupanja

Sd
[mm]

Sp

("]

Sz

("]

SAn
[mm]

ShAx
[mm]

SAy
[mm]

SAH
[mm]

1.0134

0.8162

1.0493

2.0157

2.0996

1.8998

1.8973

1.0134

0.8162

1.0493

2.0157

2.0996

1.8998

1.8973

1.0134

0.8162

1.0493

2.0157

2.0996

1.8998

1.8973

1.0134

0.8162

1.0493

2.0157

2.0996

1.8998

1.8973

1.0134

0.8162

1.0493

2.0157

2.0996

1.8998

1.8973

AUV B W N| -

1.0134

0.8162

1.0493

2.0157

2.0996

1.8998

1.8973

Tabela 6-28 A posteriori procjena standardnog odstupanja Férstnerova metoda

Opcija

A posteriori standardna odstupanja

Sa
[mm]

Sp

("]

Sz

["]

SAn
[mm]

SAx
[mm]

SAy
[mm]

SAH
[mm]

1.0135

0.8749

1.0493

2.0157

2.0984

1.8990

1.8968

1.0135

0.8749

1.0493

2.0157

2.0984

1.8990

1.8968

1.0135

0.8749

1.0493

2.0157

2.0984

1.8990

1.8968

1.0135

0.8749"

1.0493

2.0157

2.0984

1.8990

1.8968

1.0135

0.8749"

1.0493

2.0157

2.0984

1.8990

1.8968

Al |l W N| =

1.0135

0.8749

1.0493

2.0157

2.0984

1.8990

1.8968
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Tabela 6-29 A posteriori procjena standardnog odstupanja Ebnerove metode
Opcija A posteriori standardna odstupanja

Sa Sp Sy SAR ShAx Say SAH
[mm] [" ["] [mm] | [mm] | [mm] | [mm]

1.0134 | 0.8163 | 1.0493 | 2.0157 | 2.0996 | 1.8998 | 1.8972
10134 | 0.8162 | 1.0493 | 2.0157 | 2.0996 | 1.8998 | 1.8972
10134 | 0.8163 | 1.0494 | 2.0157 | 2.0996 | 1.8998 | 1.8972
10134 | 0.8162 | 1.0493 | 2.0157 | 2.0996 | 1.8998 | 1.8972
10134 | 0.8162 | 1.0493 | 2.0157 | 2.0996 | 1.8998 | 1.8972
10134 | 0.8162 | 1.0493 | 2.0157 | 2.0996 | 1.8998 | 1.8972

AUV Bl W N[

Tabela 6-30 A posteriori procjena standardnog odstupanja AUE metoda
Opcija A posteriori standardna odstupanja

Sa Sp Sz SAn SAx Sy SAH
[mm] " ["] [mm] | [mm] | [mm] | [mm]

1.0136 | 0.8980 | 1.0493 | 2.0158 | 2.0979 | 1.8986 | 1.8967
1.0136 | 0.8980 | 1.0493 | 2.0158 | 2.0979 | 1.8986 | 1.8967
1.0136 | 0.8980 | 1.0493 | 2.0158 | 2.0979 | 1.8986 | 1.8967
1.0136 | 0.8980 | 1.0493 | 2.0158 | 2.0979 | 1.8986 | 1.8967
1.0136 | 0.8980 | 1.0493 | 2.0158 | 2.0979 | 1.8986 | 1.8967
1.0136 | 0.8980 | 1.0493 | 2.0158 | 2.0979 | 1.8986 | 1.8967

AUV | WIN|EL

4) Geodetska mreza “Pg_Slovenija”

Tabela 6-31 A posteriori procjena standardnog odstupanja MINQUE metoda
Opcija A posteriori standardna

Sd Sp S, SAR
[mm] " ["] [mm]

0.2702 | 1.3164 | 1.4148 | 0.2561
0.2702" | 1.3164 | 1.4148 | 0.2561
0.2702 | 1.3164 | 1.4148 | 0.2561
0.2702 | 1.3164 | 1.4148 | 0.2561
0.2702" | 1.3164 | 1.4148 | 0.2561
0.2702 | 1.3164 | 1.4148 | 0.2561

|| bW N
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Tabela 6-32 A posteriori procjena standardnog odstupanja Helmertova metoda
Opcija A posteriori standardna

Sa Sp Sz SAn
[mm] " ["] [mm]

02739 | 1.1217 | 1.4252 | 0.2568
0.2740 | 1.1217 | 1.4252 | 0.2568
0.2740 | 1.1217 | 1.4252 | 0.2568
0.2740 | 1.1217 | 1.4252 | 0.2568
0.2740° | 1.1217 | 1.4252 | 0.2568
0.2740 | 1.1217 | 1.4252 | 0.2568

AU Bl W N| =

Tabela 6-33 A posteriori procjena standardnog odstupanja Férstnerova
Opcija A posteriori standardna

Sa Sp Sz SAn
[mm] " ["] [mm]

0.2654 | 1.6884 | 1.4029 | 0.2550
0.2655 | 1.6884" | 1.4029 | 0.2550
0.2655 | 1.6884" | 1.4029 | 0.2550
0.2655 | 1.6884 | 1.4029 | 0.2550
0.2655 | 1.6884" | 1.4029 | 0.2550
0.2655 | 1.6884 | 1.4029 | 0.2550

V|| WIN|L

Tabela 6-34 A posteriori procjena standardnog odstupanja Ebnerova metoda
Opcija A posteriori standardna

Sa Sp S, SAn
[mm] " ["] [mm]

0.2740 | 1.1215 | 1.4252 | 0.2568
0.2740 | 1.1216 | 1.4252 | 0.2568
0.2740 | 1.1216 | 1.4252 | 0.2568
0.2740 | 1.1219 | 1.4252 | 0.2568
0.2740 | 1.1219 | 1.4252 | 0.2568
0.2740 | 1.1219 | 1.4252 | 0.2568

|| bW N|R
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Tabela 6-35 A posteriori procjena standardnog odstupanja AUE metoda
Opcija A posteriori standardna

Sd Sp Sz SAn
[mm] " ["] [mm]

0.2702 | 1.3164 | 1.4148 | 0.2561
0.2702 | 1.3164 | 1.4148 | 0.2560
0.2702 | 1.3164 | 1.4148 | 0.2560
0.2702 | 1.3164 | 1.4148 | 0.2561
0.2702 | 1.3164 | 1.4148 | 0.2561
0.2702 | 1.3164 | 1.4148 | 0.2561

AU Bl W N| =

5) Geodetska mreZa “GFSA”

Tabela 6-36 A posteriori procjena standardnog odstupanja MINQU metoda
Opcija A posteriori standardna odstupanja

Sdrps | Sdgnss Sp Sz SAh
[mm] | [mm] " ("] [mm]

5.2744 | 6.2905 | 1.9988 | 4.5297 | 3.2973
5.2744 | 6.2905 | 1.9987 | 4.5297 | 3.2973
5.2745 | 6.2903 | 1.9987 | 4.5297 | 3.2973
5.2745 | 6.2903 | 1.9987 | 4.5296 | 3.2973
5 2745 | 6.2904 | 1.9987 | 4.5297 | 3.2973
5 2745 | 6.2904 | 1.9987 | 4.5297 | 3.2973

AUV B W N| =

Tabela 6-37 A posteriori procjena standardnog odstupanja Helmertova metoda

Opcija A posteriori standardna odstupanja
Sdrps | Sdgnss Sp Sz SAn
[mm] | [mm] ("] ["] [mm]

5 6589 | 6.3618 | 1.4663 | 4.5126 | 3.4018
5.6589 | 6.3618 | 1.4662 | 4.5126 | 3.4018
5.6588 | 6.3618 | 1.4662 | 4.5126 | 3.4019
5.6588 | 6.3618 | 1.4663 | 4.5125 | 3.4018
5 6589 | 6.3618 | 1.4662 | 4.5126 | 3.4019
5 6589 | 6.3618 | 1.4662 | 4.5126 | 3.4019

AU B W N|
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Tabela 6-38 A posteriori procjena standardnog odstupanja Férstnerova metoda
Opcija A posteriori standardna odstupanja

Sdrps Sdgnss Sp Sz SAh
[mm] | [mm] " ("] [mm]

5.2522 | 6.2793 | 2.0549 | 4.5946 | 2.7955
5.2523 | 6.2791 | 2.0550 | 4.5946 | 2.7955
5.2526 | 6.2789 | 2.0550 | 4.5946 | 2.7956
5.2528 | 6.2787 | 2.0549 | 4.5946 | 2.7955
52504 | 6.2791 | 2.0550 | 4.5946 | 2.7956
5 2508 | 6.2787 | 2.0549 | 4.5946 | 2.7956

AU Bl W N| =

Tabela 6-39 A posteriori procjena standardnog odstupanja Ebnerova metoda
Opcija A posteriori standardna odstupanja

Sdrps | Sdgnss Sp Sz SAh
[mm] | [mm] " ("] [mm]

5.6586 | 6.3620 | 1.4660 | 4.5123 | 3.4018
5.6589 | 6.3618 | 1.4660 | 4.5123 | 3.4018
5.6590 | 6.3618 | 1.4660 | 4.5123 | 3.4018
5.6584 | 6.3620 | 1.4663 | 4.5122 | 3.4018
5.6584 | 6.3620 | 1.4663 | 4.5122 | 3.4018
5.6584 | 6.3620 | 1.4663 | 4.5122 | 3.4018

Al Bl W N| =

Tabela 6-40 A posteriori procjena standardnog odstupanja AUE
Opcija A posteriori standardna odstupanja

Sdrps | Sdgnss Sp Sz SAh
[mm] [mm] " [ [mm]

5.2345 | 6.2785 | 2.0897 | 4.5171 | 3.4018
5.2345 | 6.2783 | 2.0897 | 4.5171 | 3.4018
5.2352 | 6.2780 | 2.0897 | 4.5170 | 3.4019
5.2359 | 6.2767 | 2.0898 | 4.5171 | 3.4018
5.2359 | 6.2767 | 2.0898 | 4.5171 | 3.4018
5.2359 | 6.2767 | 2.0898 | 4.5171 | 3.4018

AU B W N| -

114



Nakon provedenog racunanja u pojedinim geodetskim mrezama namece se nekoliko
zakljucaka, koji su izneSeni dalje u tekstu.

MINQUE metoda a posteriori procjene standardog odstupanja u mrezama “Kocka”,
“Soca97”, “Moste” i “GFSA” za sve opcije pocetne vrijednosti postiZze konvergenciju
rezultata. Sto se ti¢e vrijednosti a posteriori procjene daje identi¢ne rezultate za
komponente heterogenog vektora u pojedinaénim mrezama.

Medutim, u mrezi “Pg_Slovenija” u slucaju opcije 2 i opcije 5 tokom iteraciskog
postupka pojavljuju se negativne vrijednosti procjene komponente varijance ( u
tabeli oznaceno zvjezdicom). Nakon Sto nije prekinut iteracioni postupak, doslo je
do konvergencije i rezultati a posteriori procjene komponenti heterogenog vektora
su identi¢ni u svim opcijama.

Helmertova metoda a posteriori procjene standardnog odstupanja u mrezama
“Kocka”, “Moste” i “GFSA” za sve opcije pocetnih vrijednosti postize konvergenciju
rezultata. A posteriori procjena standardnog odstupanja komponenti heterogenog
vektora mjerenja pojedinih mreza daje identi¢ne rezultate. U mrezi “Soc¢a97” u
slucaju opcije 6 , te u mrezi “Pg_Slovenija”opcija 5 dolazi do negativne procjene
varijance.

Forstnerova metoda a posteriori procjene standardnog odstupanja u mrezama
“Kocka” i “GFSA” za sve opcije pocetnih vrijednosti postize konvergenciju rezultata,
rezultati su identi¢ni. U mrzi “So¢a97”opcija 5, mreZi “Moste” za opciju 4 i opciju 5
te umrezi “Pg_Slovenija” za opcije 2,3 i 5 javljaju se negativne vrijednosti varijance.

Ebner — ova i AUE metoda u svim mrezama i u svim opcijama pocetnih vrijednosti
postizu konvergenciju rezultata. Konacne vrijednosti standardnog odstupanja su
identic¢ne.

Konacno, iz analize uticaja pocetnih vrijednosti na a posteriori procjenu standardnog
odstupanja dolazimo do zaklju¢ka da kod metoda MINQUE, Helmert i Forstner
postoji osjetljivost na pocetne vrijednost standardnog odstupanja pojedine grupe
mjerenja, zbog pojave procjene negativnih vrijednosti komponeti varijance.

2) Konacne vrijednosti standardnog odstupanja grupa mjerenja

Nakon provedenih racunanja koristenjem razli¢itih inicijalnih vrijednosti za
provodenje iteracionog postupka pojedinih metoda usvojene su konacne vrijednosti
a posteriori procjene standardnog odstupanja pojedinih grupa heterogenog vektora
za svih pet geodetskih mreza.
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Tabela 6-41 Konacne vrijednosti a posteriori procjene — mreza “Kocka”

Metoda A posteriori standardna odstupanja
procjene Sd Sp S, SAR SAx Say SAH
[mm] " ("] [mm] [mm] [mm] [mm]
MINQUE | 2.3735 | 0.8526 | 1.1211 | 3.3895 | 3.2904 | 2.7061 | 2.6623
Helmert 2.3884 | 0.7662 | 1.1224 | 3.3897 | 3.2807 | 2.7137 | 2.6614
Férstner | 2.3821 | 0.7991 | 1.1219 | 3.3896 | 3.2843 | 2.7106 | 2.6617
Ebner 2.3884 | 0.7662 | 1.1224 | 3.3897 | 3.2807 | 2.7137 | 2.6613
AUE 2.3735 | 0.8526 | 1.1211 | 3.3895 | 3.2904 | 2.7061 | 2.6623
Tabela 6-42 Konacne vrijednosti a posteriori — mreza “So¢a97”
Metoda A posteriori standardna odstupanja
procjene Sq Sp S, SAn Sax Say SAH
[mm] " ("] [mm] [mm] [mm] [mm]
MINQUE | 3.0985 | 0.8709 | 1.9064 | 3.2716 | 2.5631 | 3.1483 | 2.8654
Helmert | 30412 | 1.1714 | 1.8805 | 3.2811 | 2.5750 | 3.1989 | 2.8359
Forstner | 3.0324 | 1.2439 | 1.8772 | 3.2829 | 2.5771 | 3.2102 | 2.8319
Ebner 3.0986 | 0.8697 | 1.9066 | 3.2716 | 2.5630 | 3.1485 | 2.8620
AUE 3.0413 | 1.1714 | 1.8805 | 3.2811 | 2.5750 | 3.1988 | 2.8359

Tabela 6-43 Konacne vrijednosti a posteriori procjene — mreZa “Moste”

Opcija A posteriori standardna odstupanja
Sd Sp Sz Sah Sax Say SAH
[mm] "] ("] [mm] | [mm] | [mm] | [mm]
MINQUE | 1 0136 | 0.8980 | 1.0493 | 2.0157 | 2.0979 | 1.8986 | 1.8967
Helmert | 1 9134 | 0.8162 | 1.0493 | 2.0157 | 2.0996 | 1.8998 | 1.8973
Forstner | 1.0135 | 0.8749 | 1.0493 | 2.0157 | 2.0984 | 1.8990 | 1.8968
Ebner 1.0134 | 0.8163 | 1.0493 | 2.0157 | 2.0996 | 1.8998 | 1.8972
AUE 1.0136 | 0.8980 | 1.0493 | 2.0158 | 2.0979 | 1.8986 | 1.8967
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Tabela 6-44 Konacne vrijednosti a posteriori procjene — mreZa “Pg_Slovenija”

Opcija A posteriori standardna
odstupanja
Sd Sp Sy SAR
[mm] "] ("] [mm]

MINQUE | 0.2702 | 1.3164 | 1.4148 | 0.2561
Helmert | 95739 | 1.1217 | 1.4252 | 0.2568
Férstner | 0.2654 | 1.6884 | 1.4029 | 0.2550
Ebner | 0.2740 | 1.2115 | 1.4252 | 0.2568
AUE 0.2702 | 1.3164 | 1.4148 | 0.2561

Tabela 6-45 Konacne vrijednosti a posteriori procjene — mreZa “GFSA”

Opcija A posteriori standardna odstupanja
Sdrps | Sdgnss Sp Sz SAh
[mm] | [mm] " ["] [mm]

MINQUE | 5.2744 | 6.2905 | 1.9988 | 4.5297 | 3.2973
Helmert | 5 g5gg | 6.3618 | 1.4663 | 4.5126 | 3.4018
Férstner | 5.2522 | 6.2793 | 2.0549 | 4.5946 | 2.7955
Ebner | 56586 | 6.3620 | 1.4660 | 4.5123 | 3.4018
AUE 5.2345 | 6.2785 | 2.0897 | 4.5171 | 3.4018

Zbog jasnijeg uvida i jednostavnije analize rezultati su predstavljeni i graficki.

Jasno je uocljivo (vidi Slika 6-11), na kojoj su prikazan rezultati konacnih vrijednosti
a posteriori procjene komponenti varijance vektora mjerenja u geodetskoj mrezi
,Kocka”. Svih pet metoda daje skoro identi¢an rezultat, razlika se pojavljuje na
trecoj decimali iza zareza, kod procjene za zenitnu udaljenost z, visinsku razliku Ah,
koordinatne razlike Ax i AH. Kod procjene standardnog odstupanja duzine d, i
koordinatne razlike Ay razlike se javljaju na drugoj decimali iza zareza.

Na kraju treba primijetiti neSto znacajnije kolebanje rezultata kod procjene
standardnog odstupanja horizontalnih pravaca p. Maksimalna razlika koja se pri
tome javlja je od 0,09 sekundi. Potrebno je ista¢i da za sve komponente
heterogenog vektora metode MINQUE i AUE, kao i Helmert ova i Ebnerova metoda
daju identi¢ne rezultate, respektivno.
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Mreza “Kocka”
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Slika 6-11: Konacne vrijednosti a posteriori procjene standardnog odstupanja grupa
mjerenja u mreZi “Kocka”

U geodetskoj mrezi “Soca97”, jasno se uocava s grafikona (Slika 6-12) da procjena
standardnog odstupanja pravaca p ima razli¢ite vrijednosti, a najveca razlika je 0,37
sekunde. Za sve komponete heterogenog vektora u ovoj mreZi rezultati a posteriori
procjene za Helmertovu i AUE metodu su identi¢ni, a za Férstnerovu metodu razlika
je na trecoj decimali iza zareza.

Mreza “Soca97”
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Slika 6-12: Konacne vrijednosti a posteriori procjene standardnog odstupanja grupa
mjerenja u mreZi “So¢a97”
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U geodetskoj mreZi “Moste”, vidljivo je s grafikona (Slika 6-13), da procjena
standardnog odstupanja pravaca p ima razli¢ite vrijednosti procjene, najveca razlika
je 0,08 sekundi. za ostale komponente heterogenog vektora sve metode daju
identican rezultat.

Mreza “Moste”

2,5

2
1 = MINQUE
M Helmert
M Forstner
“Hu
0 H AUE
d p z h X y H

Grupe mjerenja [m], [°]

R

Standardno odstupanje [mm], ["]
"

Slika 6-13: Konacne vrijednosti a posteriori procjene standardnog odstupanja grupa
mjerenja u mrezi “Moste”

S grafikona (Slika 6-14) vidimo, kao i u prethodnim primjerima, da je najveca
oscilacija u procjeni konacne vrijednosti standardnog odstupanja za komponetu
horizontalni pravac p, Cija je maksimalna razlika 0,48 sekundi. Za sve komponente
heterogenog vektora MINQUE i AUE metoda, kao i Helmertova i Ebnerova metode
daju identican rezultat.

U geodetskoj mrezi “GFSA” vektor mjerenja ¢ini pet nehomogenih grupa mjerenja.
Grafikon (Slika 6-15) pokazuje slicno kao u prethodnim slucajevima, da za grupu
mjerenja koju Cine pravaci p postoje razliCite procjene vrijednosti a posteriori
standardnog odstupanja. Medutim, moZe se primjeti da postoji razlika u rezultatima
procjene i kod ostalih komponeti vektora. Za sve komponente heterogenog vektora
Helmertova i Ebnerova metoda daju identi¢an rezultat.
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MreZa “Pg_Slovenija”
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Slika 6-14: Konacne vrijednosti a posteriori procjene standardnog odstupanja grupa
mjerenja u mreZi “Pg_Slovenija”

Mreza “GFSA”
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Slika 6-15: Konacne vrijednosti a posteriori procjene standardnog odstupanja grupa
mjerenja u mreZi “GFSA”

Ukratko se rezultati mogu saZeti: oscilacije u simuliranim mrezama javljaju se samo
u grupi horizontalnih pravaca, isti je slucaj je u primjeru mreze “Pg_Slovenija”. U
mrezi “GFSA” sa realno izvedenim terenskim mjerenjima razli¢ite konacne
vrijednosti procjene su u zavisnosti od primjenjene metode, javljaju se za sve grupe
izuzev zenitne udaljenosti z. Razlike nisu znacajne, ali teoretski uticaj na konacne
vrijednosti je nepoznat.
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3) Brojiteracija

U procesu istrazivanja invarijantnosti rezultata a posteriori procjene standardnog
odstupanja komponenti heterogenog vektora evidentiran je broja koraka
neophodnih za postizanje kriterija konvergencije rezultata datih jednacinom (5.70).
Pregled rezultata o broju iteracijskih koraka dat je tabelarno.

Tabela 6-46 Broj iteracija — mreZa “Kocka”

Opcija Broj iteracija
MINQUE | Helmert | Forstner Ebner AUE
1 5 5 5 6 5
2 6 5 6 6 6
3 6 4 5 6 5
4 5 4 6 6 5
5 5 5 6 8 4
6 6 4 6 6 7
Tabela 6-47 Broj iteracija — mreZa “So¢a97”
Opcija Broj iteracija
MINQUE | Helmert | Forstner Ebner AUE
1 6 8 17 9 7
2 8 5 17 8 7
3 7 8 17 10 7
4 7 8 17 8 6
5 7 8 7473 11 7
6 8 10 14 10 7
Tabela 6-48 Broj iteracija — mreZa “Moste”
Opcija Broj iteracija
MINQUE | Helmert | Forstner Ebner AUE
1 4 4 4 4 4
2 5 4 5 6 5
3 5 4 5 6 5
4 5 5 6* 6 4
5 5 5 6 8 4
6 6 5 6 7 6

3 Tokom iteracijskog postupka pojava procjene negativnih varijanci
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Tabela 6-49 Broj iteracija — mreZa “Pg_Slovenija”

Opcija Broj iteracija
MINQUE | Helmert | Forstner Ebner AUE
1 5 6 6 11 7
2 7" 8 11" 15 7
3 5 7 9" 15 7
4 6 7 6 14 8
5 9" 18* 11" 20 8
6 6 7 6 13 8
Tabela 6-50 Broj iteracija — mreza “GFSA”
Opcija Broj iteracija
MINQUE | Helmert | Forstner Ebner AUE
1 8 11 11 17 11
2 9 11 11 17 11
3 8 10 11 17 10
4 8 11 9 16 7
5 8 10 12 18 11
6 8 11 9 12 7

U teoretskoj simuliranoj mreZzi - “Kocka” sve metode procjene su u svim opcijama
postigle konvergenciju rezultata. Najmanji broj iteracija (Tabela 6-46) za postizanje
konvergencije bilo je potrebno Helmertovoj metodi, a neznatno veci broj Ebnerovoj
metodi, devet iteracija. Potrebno je primijetiti da pocetne vrijednosti nisu znacajno
uticale na broj potrebnih za konvergenciju.

U geodetskoj simuliranoj mrezi “So¢a97”, najmaniji broj iteracija potreban (Tabela
6-47) je za AUE metodu, koja je pokazala i neovisnost o pocetnim vrijednostima.
Najvedi broj iteracija zahtijevala je Férstnera metoda, a potom Ebnerova metoda, u
slu€aju opcije 5, 74 iteracije. Treba naglasiti, u ovoj geodetskoj mrezi Forstnerova
metoda je pokazala otezeno postizanje konvergencije rezultata, zbog negativnih
vrijednosti procjene.

Uvidom u rezultate (Tabela 6-48), u simuliranoj mrezi “Moste“namede se zakljucak
da je doSlo do brzog postizanja konvergencije rezultata, da su razlike izmedu
pojedinih metoda minimalne, a da pocetne vrijednostiiteracionog postupka ne uticu
znacajnije na brzinu konvergencije. Za postizanje konvergencije rezultata
Helmertovoj metodi potreban je najmanji broj iteracionih koraka, slijedi je AUE
metoda. Za postizanje konvergencije najveci broj koraka potreban je Ebnerovoj
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metodi. U slucaju pocetnih vrijednosti iz opcije 4, kod Férstnerove metode pojavile
su se negativne vrijednosti procjene varijance, ali nije doslo do poveéanja broja
iteracija.

Geodetska mreza “Pg_Slovenija”, mreza koju Cini heterogeni vektor sa stvarnim
geodetskim preciznim mjerenjima. Uvidom u rezultate (Tabela 6-49) konvergencija
rezultata postignuta za metoda AUE i Ebner, bez obzira na pocetnu vrijednost.
Najvedi broj koraka zahtijeva Ebnera metoda.

Geodetsku mrezu “GFSA”, takoder Cini stvarni heterogeni vektor nehomogenih
grupa mjerenja. Uvidom u rezultate (Tabela 6-50) uocava se da su sve metode
postigle konvergenciju rezultata. Najveci broj iteracija potreban je MINQUE, a
najmanji broj iteracija Ebnerovoj metodi. Na kraju, treba naglasiti da nema
znacajnije promjene broja iteracija usljed promjene pocetnih vrijednosti iteracionog
postupka.

4) Uticaj procjene na konacne rezultate procjene nepoznatih -
koordinata

Metodama a posteriori procjene komponenti varijance odreden je stohasticki
model. Medutim, postavlja se logi¢no pitanje: kako konacni rezultati a posteriori
procjene standardnih odstupanja pojedinih metoda uti¢u na konacne koordinate
nepoznatih ta¢aka? Da li su razlike znacajne?

Na ova pitanja najlakSe je odgovoriti tako da se dobivene razlike uporede sa
standardnim odstupanjem koordinata pojedinih tacaka. Razlike koordinata se
pomnoZene s faktorom 2,5 ( 95% vjerovatnoda) i ako je ovaj iznos veéi od
standardnog odstupanja, onda se ova razlika koordinata smatra statisticki
znacajnom.

a) Geodetska mreZa ,Kocka”

Tabela 6-51 Razlike koordinata tacaka izmedu pojedinih metoda —mreZa “Kocka”
Broj | Razlike koordinata tacaka

tacke | xy XM XM XM Xy Xy Xy Xp X Xg
—XH | —Xp | = Xg | XA | ~Xp | —Xg | —Xpa | —Xg | —Xa | —Xa
[mm] | [mm] | [mm] | [mm] | [mm] | [mm] | [mm] | [mm] | [mm] | [mm]

Xa -0.20 | -0.12 | -0.20 0| 001 ] 0.09 0.20 | -0.08 | 0.12 | 0.20
Yy 0.13 ] 0.08| 0.14 0.01] -005] -0.13 | 0.06 | -0.08 | -0.14
Hy 0.02 | 0.01| 0.03 0.00 | -0.01 | -0.02 | 0.01 | -0.01 | -0.03
Xp -0.24 | -0.14 | -0.23 0.00 | 0.10 0.24 | -0.09 | 0.14 | 0.23
Yp 0.10 | 0.06 | 0.11 0.01 | -0.04 | -0.10 | 0.04 | -0.06 | -0.11
Hp 0.03 | 0.02 | 0.03 0.00 | -0.01 | -0.03 | 0.01 | -0.02 | -0.03

o |O |O |O |O
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Xc -0.29 | -0.17 | -0.29 0| 0.00 | 0.12 0.29 | -0.12 | 0.17 | 0.29
Ye 0.12 | 0.07 | 0.12 0| 0.01| -0.04| -0.12 | 0.05| -0.07 | -0.12
H¢ 0.02 | 0.02 | 0.03 0| 0.00 | -0.01 | -0.02 | 0.01| -0.02 | -0.03
Xp -0.25 | -0.14 | -0.24 0| 001| 010| 0.25| -0.10| 0.14 | 0.24
Yp 0.15| 0.10 | 0.16 0| 0.01| -0.05| -0.15| 0.07 | -0.10 | -0.16
Hp 0.03 | 0.02 | 0.03 0| 0.00| -0.01 | -0.03| 0.01]| -0.02 | -0.03
Xa1 | -0.25 | -0.15 | -0.25 0| 0.01| 0.11 0.25| -0.10 | 0.15 | 0.25
Ya1 0.12 | 0.08 | 0.13 0| 0.01| -0.04| -0.12 | 0.05| -0.08 | -0.13
Hypy 0.03 | 0.02 | 0.03 0| 0.00| -0.01 | -0.03| 0.01]| -0.02 | -0.03
Xp1 | -0.19 | -0.11 | -0.18 0| 000| 008| 0.19| -0.07 | 0.11 | 0.18
Ypy 0.13 | 0.08 | 0.14 0| 0.01| -0.05| -0.13 | 0.06 | -0.08 | -0.14
Hpq 0.02 | 0.01| 0.02 0| 0.00 | -0.01 | -0.02 | 0.01]| -0.01 | -0.02
Xc1 | -0.16 | -0.09 | -0.16 0| 0.01| 0.07 0.16 | -0.06 | 0.09 | 0.16
Ye1 0.14 | 0.09 | 0.15 0| 0.01| -0.05| -0.14 | 0.06 | -0.09 | -0.15
Hey 0.03 | 0.02 | 0.03 0| 0.00 | -0.01 | -0.03| 0.01]| -0.02 | -0.03
Xp1 | -0.18 | -0.10 | -0.17 0| 0.01| 0.07 0.18 | -0.07 | 0.10 | 0.17
Yp1 0.14 | 0.09 | 0.15 0| 0.01| -0.05| -0.14 | 0.06 | -0.09 | -0.15
Hp, 0.03 | 0.02 | 0.03 0| 0.00| -0.01 | -0.03| 0.01]| -0.02 | -0.03
Tabela 6-52 Procjena tacnosti poloZaja tacaka — mreZa “Kocka”
Broj Metoda a posteriori procjene
laske MINQUE Helmert Forstner Ebner AUE
[mm] [mm] [mm] [mm] [mm]
SXa 0.7730 0.7728 0.7730 0.7728 0.7730
StYa 0.7674 0.7666 0.7672 0.7666 0.7674
SHy 0.5580 0.5581 0.5580 0.5581 0.5580
Sxp 0.8380 0.8343 0.8371 0.8343 0.8381
Se 0.7363 0.7348 0.7359 0.7348 0.7363
SB 0.5809 0.5810 0.5809 0.581 0.5809
Sxc 0.7662 0.7647 0.7658 0.7647 0.7662
Svc 0.7119 0.7095 0.7112 0.7095 0.7119
SHc 0.5191 0.5191 0.5191 0.5191 0.5192
Sxp 0.7686 0.7668 0.7681 0.7668 0.7685
SYp 0.7181 0.7153 0.7174 0.7153 0.7181
SHp 0.5196 0.5196 0.5196 0.5196 0.5196
SXa1 0.7626 0.7617 0.7624 0.7617 0.7626
SYas 0.6985 0.6975 0.6982 0.6975 0.6985
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Sa1 0.5122 0.5123 0.5122 0.5123 0.5122
SXp1 0.7752 0.7737 0.7748 0.7737 0.7752
SYp1 0.7035 0.7012 0.7029 0.7012 0.7035
Sp1 0.5209 0.5209 0.5209 0.5209 0.5209
SXc1 0.7532 0.7529 0.7531 0.7529 0.7532
SYea 0.7023 0.7009 0.7019 0.7009 0.7023
SHea 0.5027 0.5027 0.5027 0.5027 0.5027
SXp1 0.7521 0.7519 0.7521 0.7519 0.7521
SYps 0.6969 0.6959 0.6966 0.6959 0.6969
SHp, 0.5024 0.5025 0.5024 0.5025 0.5024

Metode MINQUE i AUE imaju identicnu a posteriori procjenu standardnog
odstupanja, odnosno teZina pojedinih grupa mjerenja, tako da ne postoji razlika
izmedu konacnih koordinata trazenih parametara. Ostale metode su dale veoma
slicnu a posteriori procjenu, razlike su bile na trecoj ili etvrtoj decimali iza zareza.
Najveca razlika izmedu koordinata (Tabela 6-51) javlja se kod tacke C za koordinatu
X, uiznosu 0.29 mm. Razlika se pojavljuje izmedu MINQUE i Ebner — ove, Helmert —
ove i AUE metode te Ebner — ove i AUE metode.

Procijenjena poloZajna tacnost tacke C nakon primjene teZina grupa dobivenih a
posteriori procjenom MINQUE i AUE metode za koordinate je Sx.=0.7662 mm,
Sy.=0.7119 mm i sy=0.5191 mm. Procijenjena poloZzajna tacnost tacke C nakon
primjene rezultata a posteriori procjene Helmertove i Ebnerove metode je
5x.=0.7647 mm, sy =0.7095 mm i sy.=0.5191 mm. Procjene polozajne tacnosti
poslije primjene Forstnerove metode a posteriori procjene je sx.=0.7658 mm,
Sy.=0.7112 mm i sy=0.5191 mm. Na osnovu ovih rezultata zakljuCuje se da je
poloZajna tacnost za koordinatu H identi¢na poslije primjene razli¢itih metoda a
posteriori procjene standardnog odstupanja pojedinih grupa mjerenja.

Nakon ispitivanja, na naprijed opisani nacin, utvrdeno je da maksimalna razlika koja
se pojavljuje za koordinatu x kod tacke C nije statistic¢ki znacajna.
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b) Geodetska mreza “Soca97”

Tabea 6-53 Razlike koordinata tacaka izmedu pojedinih metoda —mreZa “Soca97”

Koord. | Razlike koordinata tacaka

XM XM XM XM XH XH XH XF XF XE

—XH | —XF | =XE | XA | —XF | TXE | —XA | TXE | —Xa | —Xa

[mm] | [mm] | [mm] | [mm] | [mm] | [mm] | [mm] | [mm] | [mm] | [mm]
Xa 0.12 | 0.14 | 0.00 | 0.12 | 0.02 | -0.12 0.00 | -0.14 | -0.02 | 0.12
Ya 0.19 | 0.22 | 0.00 | 0.19 | 0.03 | -0.19 0.00 | -0.22 | -0.03 | 0.19
Hy 0.24 | 028 | 0.00 | 0.24 | 0.04 | -0.24 | 0.00 | -0.28 | -0.04 | 0.24
Xp 0.18 | 0.22 | 0.00 | 0.18 | 0.03 | -0.18 0.00 | -0.22 | -0.03 | 0.18
Yg 0.21| 0.24| 0.00 | 0.21 | 0.04 | -0.21 0.00 | -0.25 | -0.04 | 0.21
Hg 0.26 | 030 | 0.00 | 0.26 | 0.05 | -0.26 0.00 | -0.30 | -0.05 | 0.26
Xc 0.19 | 0.22 | 0.00 | 0.19 | 0.03 | -0.19 0.00 | -0.22 | -0.03 | 0.19
Ye 042 | 049 | 0.00 | 0.42 | 0.07 | -0.42 0.00 | -0.49 | -0.07 | 0.42
Hc 0.34| 040 | 0.00| 034 | 0.06 | -0.34 | 0.00 | -0.40 | -0.06 | 0.34
Xp 0.19 | 0.23 | 0.00| 0.19 | 0.04 | -0.19 0.00 | -0.23 | -0.04 | 0.19
p 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00
Hp 0.16 | 0.19 | 0.00 | 0.16 | 0.03 | -0.16 0.00 | -0.19 | -0.03 | 0.16

Tabela 6-54 Procjena tacnosti poloZaja tacaka — mreZa “Soca97”

Koord. Metoda a posteriori procjene standardnog odstupanja s

MINQUE Helmert Férstner Ebner AUE

[mm] [mm] [mm] [mm] [mm]
Xa 4.7031 4.7886 4.8072 4.7033 4.7885
Ya 3.3763 3.4438 3.4584 3.3765 3.4437
Ha 4.9667 5.0467 5.0643 4.9667 5.0466
Xp 4.6212 4.7154 4.7361 4.6214 4.7153
Ys 3.3655 3.4247 3.4377 3.3657 3.4246
Hyg 4.9752 5.0614 5.0801 4.9752 5.0613
Xc 4.6164 4.7003 4.7187 4.6167 4.7001
Y 3.2465 3.3120 3.3258 3.2466 3.3119
He 4.9651 5.0509 5.0695 4.9652 5.0508
Xp 4.6940 4.7853 4.8057 4.6942 4.7852
0 3.1483 3.1989 3.2102 3.1485 3.1988
Hp 4.8575 49413 4.9595 4.8577 49411
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U geodetskoj mrezi ,Soca97“ rezultati a posterirori procjene MINQUE i Ebnerove
metode dali su identiCane rezultate (Tabea 6-53). Slicno, rezultati procjene
metodama Helmert i AUE dali su identi¢ne vrijednosti a posteriori procjene
standardnog odstupanja. Maksimalna razlika izmedu je 0,49 mm za tacku C za y
koordinatu. Ovaj rezultat je izmedu MINQUE i Forstnerove, te Ebner ove i
Forstnerove metode.

Procjena tacnosti polozaja (Tabela 6-54) tacke C nakon primjene rezultata dobivenih
MINQUE i Ebnerove metode je identican sx.=4.6164 mm, sy =3.2465 mm i
SH.=4.9651 mm. Slicno, identicna procjena tacnosti poloZaja tacke C postignuta je
primjenom rezultata a posteriori procjene dobivenih Helmert ovom, odnosno AUE
metodom, i iznose sx.=4.7003 mm, sy.=3.3120 mm i sy.=5.0509 mm. Nakon
primjene rezultata a posteriori procjene postignutih Forstnerovom metodom
procjena polozaja tacke C je sx.=4.7187 mm, sy=3.3258mm i sy.=5.0695mm.

Analiza pokazuje da navedene razlike izmedu konacnih koordinata nepoznatih
tacaka koje su nastale zbog primjene razlicitih metoda procjene, te razlicitih
algoritama nisu statisticki znacajne.

c) Geodetska mreza “Moste”

Tabela 6-55 Razlike koordinata tacaka izmedu pojedinih metoda —mreZa “Moste”
Broj | Razlike koordinata tacaka
tacke | Xy XM XM XM Xy Xy Xy Xp Xp Xg
“XH | TXF | TXg | ~Xa | TXf | “Xg | —Xp | TXg | —Xa | —Xp
[mm] | [mm] | [mm] | [mm] | [mm] | [mm] | [mm] | [mm] | [mm] | [mm]
Xs -0.01 | 0.00 | -0.01 | 0.00 | 0.01 | 0.00 0.01 | -0.01 | 0.01 | 0.01
Ys -0.01 | 0.00 | -0.01 | 0.00 | 0.01 | 0.00 0.01 | -0.01 | 0.01 | 0.01
Hg 0.00 | 0.00| 0.00| 0.01| 0.00 | 0.00 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00
Xw | -0.02 | 0.00| -0.02| 0.00| 0.01| 0.00 0.02 | -0.01 | 0.02 | 0.02
Y 0.01| 0.00| 0.01| 0.00| -0.01 | 0.00| -0.01| 0.01 | -0.01 | -0.01
Hy, 0.00 | 0.00| 0.00| 0.01| 0.00 | 0.00 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00
Xy 0.01| 0.00| 0.01| 0.00| -0.01 | 0.00| -0.01| 0.01 | -0.01 | -0.01
Yy -0.02 | -0.01 | -0.02 | 0.00 | 0.02 | 0.00 0.02 | -0.02 | 0.02 | 0.02
Hy, 0.00 | 0.00| 0.00| 0.00| 0.00 | 0.00 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00
Xy 0.01| 0.00| 0.01| 0.00| -0.01 | 0.00| -0.01| 0.01 | -0.01 | -0.01
Yo, 0.00 | 0.00| 0.00| 0.00| 0.00 | 0.00 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00
Hy, 0.00 | 0.00| 0.00| 0.00| 0.00 | 0.00 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00
Xymr | -0.01| 0.00 | -0.01 | 0.00| 0.01| 0.00 0.01 | -0.01| 0.01| 0.01
Your 0.00 | 0.00| 0.00| 0.00| 0.00 | 0.00 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00
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Hyip 0.00 0.00 | 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 | 0.00 0.00 | 0.00
Xix -0.02 0.00 | -0.02 0.00 0.01 0.00 0.02 | -0.01 0.02 0.02
Yix 0.00 0.00 | 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 | 0.00 0.00 | 0.00
Hix 0.00 0.00 | 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 | 0.00 0.00 | 0.00
Xx 0.01| 0.00| 0.01| 0.00| -0.01| 0.00| -0.01| 0.01| -0.01 | -0.01
Yx 0.00 | 0.00| 0.00| 0.00| 0.00| 0.00| 0.00| 0.00| 0.00 | 0.00
Hy 0.00 | 0.00| 0.00| 0.00| 0.00| 0.00| 0.00| 0.00| 0.00 | 0.00
Xxi1 0.01| 0.00| 0.01| 0.00| -0.01| 0.00| -0.01| 0.01| -0.01 | -0.01
Y 0.01| 0.00| 0.01| 0.00| 0.00| 0.00| -0.01| 0.00| -0.01 | -0.01
Hyn 0.00 0.00 | 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 | 0.00 0.00 | 0.00
Xxii -0.03 | -0.01 | -0.03 0.00 0.02 0.00 0.03 | -0.02 0.03 0.03
Yxu 0.00 0.00 | 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 | 0.00 0.00 | 0.00
Hyn 0.00 0.00 | 0.00 | -0.01 0.00 0.00 0.00 | 0.00 0.00 | 0.00
Xp3 0.00 0.00 | 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 | 0.00 0.00 | 0.00
Yp3 -0.01 0.00 | -0.01 0.00 0.00 0.00 0.01 0.00 0.01 0.01
Hp; 0.00 0.00 | 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 | 0.00 0.00 | 0.00
Tabela 6-56 Procjena tacnosti poloZaja tacaka — mreZza “Moste”
Broj Metoda a posteriori procjene
tacke MINQUE Helmert Forstner Ebner AUE
[mm] [mm] [mm] [mm] [mm]
Sxs 0.7730 0.7728 0.7730 0.7728 0.7730
Sys 0.7674 0.7666 0.7672 0.7666 0.7674
SHg 0.5580 0.5581 0.5580 0.5581 0.558
Sxw 0.8380 0.8343 0.8371 0.8343 0.8381
Syw 0.7363 0.7348 0.7359 0.7348 0.7363
SHy 0.5809 0.5810 0.5809 0.5810 0.5809
Sxy 0.7662 0.7647 0.7658 0.7647 0.7662
Sry 0.7119 0.7095 0.7112 0.7095 0.7119
SHy 0.5191 0.5191 0.5191 0.5191 0.5192
Sxvi 0.7686 0.7668 0.7681 0.7668 0.7685
Syy; 0.7181 0.7153 0.7174 0.7153 0.7181
SHy, 0.5196 0.5196 0.5196 0.5196 0.5196
SXvin 0.7626 0.7617 0.7624 0.7617 0.7626
Syyi 0.6985 0.6975 0.6982 0.6975 0.6985
Svin 0.5122 0.5123 0.5122 0.5123 0.5122
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SXix 0.7752 0.7737 0.7748 0.7737 0.7752
SYix 0.7035 0.7012 0.7029 0.7012 0.7035
SHix 0.5209 0.5209 0.5209 0.5209 0.5209
Sxx 0.7532 0.7529 0.7531 0.7529 0.7532
Syx 0.7023 0.7009 0.7019 0.7009 0.7023
SHx 0.5027 0.5027 0.5027 0.5027 0.5027
Sxx1 0.7521 0.7519 0.7521 0.7519 0.7521
Syxi 0.6969 0.6959 0.6966 0.6959 0.6969
SHxi 0.5024 0.5025 0.5024 0.5025 0.5024
Sxx1r 0.8154 0.8122 0.8145 0.8122 0.8153
Sxi1 0.7723 0.7655 0.7704 0.7655 0.7723
SHx1r 0.5828 0.5829 0.5829 0.5829 0.5829
Sxps 0.7609 0.7599 0.7607 0.7600 0.7609
SHps 0.6962 0.6952 0.6960 0.6952 0.6962
SHps 0.5063 0.5063 0.5062 0.5063 0.5062

U simuliranoj teoretskoj mreZi “Moste” MINQUE i Ebnerova metoda, te Helmertova
i AUE metoda daju identi¢an rezultat a posteriori procjene (Tabela 6-55). Najveca
razlika izmedu koordinata ta¢aka nakon procjene primjenom razli¢itih metoda javila
se kod tacke Xl za x koordinatu u iznosu od 0.03 mm.

Nakon primjene rezultata a posteriori procjene primjenom MINQUE, odnosno
Ebnerove metode, poloZajna tacnost za tacku XIl (Tabela 6-56) je sx,,,=0.8145 mm,
Syy;=0-7704 mm, sy, =0.5829 mm. Nakon primjene rezultata a posteriori procjene
standardnog odstupanja dobivenog Helmertovom, odnosno AUE metodom
polozajna tacnost za tacku Xl je sy, =0.8122 mm, sy,, =0.7655 mm, sy, =0.5829
mm.

Primjenom rezultata a posteriori procjene Foérstnerovom metodom, polozZajna
tanost za tacku XIl je s, =0.8145mm, sy, =0.7704 mm, sy, =0.5829 mm. Treba
istaci (Tabela 6-56) za koordinatu H, za sve tacke mreZe, primjenom rezultata bilo
koje od koristenih metoda a posteriori procjene, daju identiénu procjenu za
poloZajna tacnost nadmorske visine sy.

Nakon ispitivanja je utvrdeno da su razlike izmedu konacnih koordinata nepoznatih
tacaka nastale zbog primjene navedenih metoda nisu statisticki znacajne.
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d) Geodetska mreza ,Pg_Slovenija“

Tabela 6-57 Razlike koordinata tacaka izmedu pojedinih metoda — mreZa
“Pg_Slovenija”
Broj | Razlike koordinata tacaka
tacke | xy XM XM XM Xy Xy Xy Xp Xp XE
—Xg | =Xf | =Xg | ~XpA | =Xp | =Xg | —Xpo | —Xg | —Xpo | —Xa
[mm] | [mm] | [mm] | [mm] | [mm] | [mm] | [mm] | [mm] | [mm] | [mm]
Xs1 0.01 | -0.01 | 0.00| 0.00 | -0.01 0.00 | -0.01 | 0.01 0.01 0.01
Yo -0.01 0.01| 0.00| 0.00 | 0.02 0.00 0.01 | -0.01 | -0.01 | -0.01
Hgy 0.00 | 0.00| 0.00 | 0.00 | 0.00 0.00 0.00 | 0.00 0.00 0.00
Xs2 0.02 | -0.03 001 | -001| -0.05| -0.01| -002| 0.04| 0.03 0.02
& -0.01 0.02 | -0.01| 0.00 | 0.04 | 0.00 0.01 | -0.03 | -0.02 | -0.01
Hg, 0.00 | 0.00| 0.00 | 0.00 | -0.01 0.00 0.00 | 0.01 0.00 0.00
Xs3 0.02 | -0.03 0.01| 000 | -0.05| -0.01| -002| 0.04| 0.03 0.02
Yos 0.01 000 | 001 | 000| -0.02 | -0.01| -0.01| 0.01 0.00 0.01
Hgs 0.00 | 0.00| 0.00| 0.00 | -0.01 0.00 0.00 | 0.01 0.00 0.00
X4 0.01 | -0.02 0.01| 0.00 | -0.04| 0.00| -0.01| 0.03 0.02 0.01
Yoq 000 | 0.01| 0.00| 0.00| 0.01 0.00 0.00 | -0.01 | -0.01 0.00
Hg, 0.00 | 0.00| 0.00| 0.00 | 0.00 0.00 0.00 | 0.00 0.00 0.00
Xss 0.02 | -0.03| 0.01| 0.00| -0.05| -0.01| -0.02 | 0.04 | 0.03| 0.02
Yss -0.01 | 0.02 | 0.00| 0.00| 0.02 | 0.00 0.01 | -0.02 | -0.02 | -0.01
Hss 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00
Xse 003 | -0.05| 0.02 | -0.01 | -0.07 | -0.01 | -0.03 | 0.06 | 0.05| 0.03
Yse -0.01| 0.02 | -0.01| 0.00| 0.04 | 0.00 0.01 | -0.03 | -0.02 | -0.01
Hse 0.00 | 0.00| 0.00 | 0.01 | 0.00 | 0.00 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00
Xs7 001 | -0.02 | 001| 0.00| -0.03| 0.00| -0.01 | 0.03 | 0.02 | 0.01
Ys7 0.00 | 0.01| 0.00 | 0.00 | 0.01 | 0.00 0.00 | -0.01 | -0.01 | 0.00
Hs; 0.00 | 0.00| 0.00 | 0.01| 0.00 | 0.00 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00
Xsap 0.03 | -0.06 | 0.02 | 0.00 | -0.09 | -0.01 | -0.03 | 0.08 | 0.06 | 0.03
Ysap 0.00 | -0.01 | 0.00 | 0.00 | -0.01 | 0.00 0.00 | 0.01| 0.01| 0.00
Hsgp 0.00 | 0.00| 0.00 | 0.01 | 0.00 | 0.00 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00
Xsop 0.06 | -0.08 | 0.03 | 0.00 | -0.14 | -0.02 | -0.06 | 0.11 | 0.08 | 0.06
Ysop 0.02 | -0.04 | 001 | 0.00 | -0.06 | -0.01 | -0.02 | 0.05| 0.04 | 0.02
HS9p 0.00 | 000 | 0.00 | 0.01| 0.00 | 0.00 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00
XSlOp -0.02 | 0.04| -0.01| 0.00| 0.06 | 0.01 0.02 | -0.06 | -0.04 | -0.02
YSlOp 0.01| -002| 000| 0.00| -002| 0.00| -0.01| 0.02| 0.02| 0.01
H510p 0.00 | 0.00| 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00
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X1 0.01| -002 | 001]| -0.01 | -0.04| -0.01 | -0.01| 0.03 | 0.02 | 0.01
Yii -0.02 | 0.03|-001| 0.00| 0.05| 0.01 0.02 | -0.04 | -0.03 | -0.02
Hyy 0.00 | 0.00| 0.00| 0.00 | -0.01 | 0.00 0.00 | 0.01 | 0.00 | 0.00
X1z 0.02 | -003| 001] -0.01| -005]| -0.01 | -0.02 | 0.04 | 0.03 | 0.02
Y1, -0.02 | 0.04 | -0.01| 0.00 | 0.07 | 0.01 0.02 | -0.06 | -0.04 | -0.02
Hip 0.00 | 0.00| 0.00| 0.00 | 0.00 | 0.00 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00
Xi3 0.02 | -0.03 | 0.01| -0.01 | -0.05| -0.01 | -0.02 | 0.04 | 0.03 | 0.02
Yi3 0.00 | 0.00| 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00
His 0.00 | -0.01 | 0.00 | 0.00 | -0.01 | 0.00 0.00 | 0.01 | 0.01 | 0.00
X1a 0.03 ]| -005| 002 | 0.00 | -0.08 | -0.01 | -0.03 | 0.07 | 0.05| 0.03
Yiq 0.00 | 0.01| 0.00| 0.00| 0.01| 0.00 0.00 | -0.01 | -0.01 | 0.00
Hy, -001| 0.01| 0.00| 0.01| 0.02 | 0.00 0.01 | -0.01 | -0.01 | -0.01
Xis 0.02 | -0.04 | 001 | 0.00 | -0.06 | -0.01 | -0.02 | 0.05| 0.04 | 0.02
Yis -001| 0.01| 0.00| 0.00| 0.02 | 0.00 0.01 | -0.02 | -0.01 | -0.01
His 0.00 | 0.00| 0.00| 0.00 | 0.00 | 0.00 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00
Xi6 0.01|-001| 001] 0.00 | -0.02| 000| -0.01| 002 | 0.01| 0.01
Yi6 -0.01 | 0.02 | 0.00| 0.00| 0.02 | 0.00 0.01 | -0.02 | -0.02 | -0.01
Hie 0.00| 000 | 000 | 001 | 0.00 | 0.00 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00
X7 -0.01 | 0.02 | 0.00| 0.00| 0.02 | 0.00 0.01 | -0.02 | -0.02 | -0.01
Yi7 -001| 0.03|-001] 0.00| 0.04 | 0.01 0.01 | -0.03 | -0.03 | -0.01
Hy; 0.00 | 0.00| 0.00| 0.00| 0.00| 0.00 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00
Xig 0.02]-002| 001 | 000 | -0.04 | -0.01 | -0.02 | 0.03 | 0.02 | 0.02
Yig -0.01| 0.02 | 0.00| 0.00| 0.02 | 0.00 0.01 | -0.02 | -0.02 | -0.01
Hig 0.00 | 0.00| 0.00| 0.01| 0.00 | 0.00 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00
X1 -0.02 | 0.02 | -0.01 | -0.01 | 0.04 | 0.01 0.02 | -0.03 | -0.02 | -0.02
Y1 -0.01 | 0.02 | -0.01| 0.00 | 0.04 | 0.00 0.01 | -0.03 | -0.02 | -0.01
Hyy -0.01| 0.02 | -001| 0.00| 0.03 | 0.01 0.01 | -0.02 | -0.02 | -0.01
X22 0.01| -003| 0.01] -001| -004| -0.01 | -0.01 | 0.04| 0.03 ]| 0.01
Ya2 -0.03 | 005] -0.02 | 0.00| 0.08 | 0.01 0.03 | -0.07 | -0.05 | -0.03
Hy, 0.00| 0.00| 0.00| 0.00| 0.00| 0.00 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00
X33 0.00 | -0.01 | 0.00| -0.01 | -0.01 | 0.00 0.00 | 0.01 | 0.01| 0.00
Ya3 -0.01 | 002| 0.00| 0.00| 0.03 | 0.00 0.01 | -0.03 | -0.02 | -0.01
Hzs | -0.01| 002 -001| 000]| 003 001 0.01 | -0.02 | -0.02 | -0.01
X24 0.00| 0.00| 0.00| 0.00| 0.00]| 0.00 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00
Yau 0.00| 0.01| 0.00| 0.00| 0.01| 0.00 0.00 | -0.01 | -0.01 | 0.00
Ha4 0.00 | 0.00| 0.00 | 0.00 | 0.00| 0.00 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00
X325 0.00 | -0.01 | 0.00 | -0.01 | 0.00 | 0.00 0.00 | 0.01 | 0.01| 0.00
Yas -0.01| 0.02] -0.01| 0.00| 0.03 | 0.00 0.01 | -0.03 | -0.02 | -0.01
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Hys -0.01 001 | -0.01| 0.00 | 0.03 0.01 0.01 | -0.02 | -0.01 | -0.01
X26 0.01 | -0.02 0.01 | 0.00 | -0.03 0.00 | -0.01 | 0.03 0.02 0.01
Y6 -0.01 0.02 0.00 | 0.00| o0.03 0.00 0.01 | -0.02 | -0.02 | -0.01
Hye 0.00 0.00| 0.00| 0.00| o0.00 | 0.00 0.00 | 0.00 0.00 | 0.00
Xa7 002 | -003| 0.01| 000| -005| -0.01| -0.02| 0.04| 0.03| 0.02
Yz, -0.01 | 0.03| -0.01| 0.00| 0.04| 0.01 0.01 | -0.04 | -0.03 | -0.01
Hy7 0.00| 0.00| 0.00 | 0.01| 0.00| 0.00 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00
X2 002 | -003| 0.01| 000| -005| -0.01| -0.02| 0.04| 0.03| 0.02
Yas -0.01 | 0.02 | -0.01| 0.00| 0.03| 0.00 0.01 | -0.03 | -0.02 | -0.01
Hyg 0.00 0.00 | 0.00 | o0.01 0.00 | 0.00 0.00 | 0.00 0.00 | 0.00
Tabela 6-58 Procjena tacnosti poloZaja tacaka — mreZa “Pg_Slovenija”
Broj Metoda a posteriori procjene
tacke MINQUE Helmert Forstner Ebner AUE
[mm] [mm] [mm] [mm] [mm]
Sxs1 0.0920 0.0832 0.0876 0.0920 0.1055
SYs1 0.0846 0.0769 0.0807 0.0846 0.0979
SHsy 0.0432 0.0433 0.0434 0.0432 0.0431
SXs2 0.1133 0.1092 0.1117 0.1133 0.1197
Sts2 0.1149 0.1069 0.1111 0.1149 0.128
SHs, 0.0464 0.0466 0.0466 0.0464 0.0461
Sxs3 0.1179 0.1127 0.1157 0.1179 0.1267
SYss 0.1376 0.1310 0.1347 0.1376 0.1487
SHss 0.0529 0.0531 0.0532 0.0529 0.0527
SXs4 0.1331 0.1249 0.1292 0.1331 0.1479
SYs4 0.1384 0.1324 0.1358 0.1384 0.1493
SHg, 0.0551 0.0553 0.0554 0.0551 0.0548
Sxss 0.1567 0.1441 0.1504 0.1567 0.1796
Syss 0.1236 0.1172 0.1207 0.1236 0.1355
SHss 0.056 0.0563 0.0563 0.056 0.0558
Sxse 0.1440 0.1304 0.1371 0.1440 0.1688
Syse 0.1214 0.1157 0.1189 0.1214 0.1311
SHss 0.0648 0.0652 0.0652 0.0648 0.0644
Sxs7 0.1059 0.0939 0.0997 0.1059 0.1273
Sys, 0.1280 0.1221 0.1254 0.128 0.1379
SHs, 0.0684 0.0688 0.0688 0.0684 0.0680
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SXsap 0.1505 0.1397 0.1453 0.1505 0.1678
SYsap 0.1225 0.1100 0.1162 0.1225 0.1436
SHssp 0.0982 0.0987 0.0987 0.0982 0.0975
SXs0p 0.2758 0.2685 0.2734 0.2758 0.2879
SYsop 0.2514 0.2377 0.2454 0.2514 0.2711
SHsop 0.1512 0.1519 0.1519 0.1512 0.1503
SXs10p 0.0848 0.074 0.0791 0.0848 0.1047
SYs10p 0.1756 0.1719 0.1746 0.1756 0.1818
SHs10p 0.0614 0.0617 0.0617 0.0614 0.0611
SX11 0.2032 0.1893 0.1967 0.2032 0.2238
Stia 0.1379 0.1279 0.1331 0.1379 0.1543
SHa 0.0648 0.0649 0.0651 0.0648 0.0649
SX1z 0.1182 0.113 0.116 0.1182 0.1272
Stiz 0.1559 0.1472 0.1521 0.1559 0.1691
SHi, 0.0586 0.0589 0.059 0.0586 0.0583
SX13 0.1184 0.1131 0.1161 0.1184 0.1275
Sti3 0.1847 0.1760 0.1810 0.1847 0.1973
SHis 0.0645 0.0646 0.0648 0.0645 0.0643
SX14 0.1543 0.1429 0.1487 0.1543 0.1748
Stis 0.1399 0.1338 0.1373 0.1399 0.1509
SHig 0.0680 0.0668 0.0675 0.0680 0.0706
SX1s 0.1773 0.1631 0.1703 0.1773 0.2023
Stis 0.1277 0.1212 0.1248 0.1277 0.1400
SHis 0.0637 0.0634 0.0637 0.0637 0.0644
SX16 0.2763 0.2638 0.2706 0.2763 0.3035
Stie 0.2526 0.2421 0.2480 0.2526 0.2765
SHie 0.1601 0.1611 0.1611 0.1601 0.1590
SX17 0.1842 0.1677 0.1760 0.1842 0.2114
Sty 0.1524 0.1391 0.1457 0.1524 0.1771
SHiy 0.1012 0.1018 0.1018 0.1012 0.1005
SX1g 0.1750 0.1613 0.1684 0.175 0.1969
Stig 0.1565 0.1458 0.1513 0.1565 0.1757
SHig 0.1004 0.1010 0.1010 0.1004 0.0998
SHig 0.1004 0.1010 0.1010 0.1004 0.0998
SX21 0.1694 0.1639 0.1674 0.1694 0.1771

133




Sta1 0.1376 0.1273 0.1327 0.1376 0.1546
SHaa 0.0871 0.0859 0.0867 0.0871 0.0886
SXz2 0.1367 0.1289 0.1331 0.1367 0.1506
Sta2 0.1567 0.1482 0.1529 0.1567 0.1701
SHa; 0.0735 0.0737 0.0738 0.0735 0.0733
SXa3 0.1319 0.1251 0.1288 0.1319 0.1432
Staz 0.1475 0.1396 0.1440 0.1475 0.1606
SHas 0.0790 0.0781 0.0788 0.079 0.0805
SX24 0.1559 0.1441 0.1501 0.1559 0.1771
SYz4 0.1402 0.1341 0.1376 0.1402 0.1513
SHza 0.0891 0.0895 0.0896 0.0891 0.0885
SXas 0.1742 0.1612 0.1678 0.1742 0.1972
Stas 0.1283 0.1217 0.1253 0.1283 0.1407
SHas 0.0832 0.0821 0.0829 0.0832 0.0847
SXa6 0.2185 0.2035 0.2115 0.2185 0.2427
St26 0.1518 0.1392 0.1455 0.1518 0.1760
SHae 0.1077 0.1081 0.1082 0.1077 0.1073
SXa7 0.1862 0.1701 0.1783 0.1862 0.2125
Sta7 0.1540 0.1405 0.1471 0.1540 0.1790
SHy; 0.1055 0.1059 0.1060 0.1055 0.1051
SXag 0.1829 0.1683 0.1758 0.1829 0.2067
Stze 0.1595 0.1491 0.1545 0.1595 0.1783
SHag 0.1057 0.1061 0.1062 0.1057 0.1053

Aposteriori procjena standardnog odstupanja, odnosno teZina pojedinih grupa
mjerenja u geodetskoj mrezi ,Pg_Slovenija“, koju Cine stvarna geodetska mjerenja,
MINQUE i AUE metoda, te Helmertova i Ebner ova metoda dale su identi¢an rezultat,
respektivno.

U ovoj geodetskoj mrezi (Tabela 6-57) pojavila su se odstupanja izmedu koordinata
u maksimalnom iznosu od 0,04 mm do 0,06 mm. Bilo je zanimljivo ispitati da li imaju
statisticki znacaj s obzirom na postignutu polozZajnu ta¢nost koordinata tacaka nakon
izravnanja primjenom rezultata a posteriori procjene razli¢itih metoda. Iz rezultata
(Tabela 6-58) o poloZajnoj tacnosti koordinata tadaka u geodetskoj mreZi
,Pg_Slovenija, uoceno je da tacka s; ima sljedec¢u poloZajnu tacnost:
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po metodama MINQUE i Ebner, tacnost za koordinate x, y i H iznose
SX51=0.0920 mm, SY51=0.0846 mm, sH51=0.0432mm, respektivno.
Helmertova metoda daje tacnost za x,y i Hsx_,=0.0832 mm, sy_ =0.0769
mm, SH51=0.0433 mm, respektivno.

Foérstnerova metoda rezultira tacnostimasy_ =0.0876 mm, sy_ =0.0807
mm, SH51=0.0434 mm, respektivno te,

AUE metoda daje tacnost koordinatasxsl=0.1055 mm, sy_ =0.0979 mm,

SH,,=0.0431 mm.

Zanimljivo je takoder, predstaviti poloZajnu tacnost tacke s;¢, nakon primjene
razlic¢itih metoda:

1.

Nakon

MINQUE i Ebner — ova metoda daje tac¢nost SX4,6=0-2763 mm,
SY516=0.2526 mm, 5H516=0.1601mm,

Helmert — ova metoda rezultira tacnoscusx_, =0.2638 mm, sy_ =0.2421
mm, 51—1516:0-1611 mm,

Forstner — ovom metodom dobije se tacnost sx_, =0.2706 mm,
5Y516=0.2480 mm, SH516=0'1611 mm,

AUE metoda daje sx_ =0.3035 mm, sy_ =0.2765 mm, sy, =0.1590 mm.

detaljne analize uticaja primjene razli¢itih metoda a posteriori procjene

standardnog odstupanja pojedinih grupa mjerenja na konacne koordinate trazenih
parametara utvrdeno je da postoji statisticki znacajna razlika izmedu metoda:

1.
2.

Helmert ove i Forstner ove metode za x koordinatu tacaka s2, 13 i 14,
Forstnerove i Ebner ove metode za x koordinatu tacaka s6i 14, kao iy
koordinatu tacke 22, te konac¢no

MINQUE i Forstner ove metode za x koordinatu tacke s10.

135



e) Geodetska mreza ,GFSA”

Tabela 6-59 Razlike koordinata tacaka izmedu pojedinih metoda —mreZa “GFSA”

Koord. | Razlike koordinatnih popravaka

XM XM XM XM XH XH XH XF XF XE
—XH | =XF | =XE | =XA | TXF | TXE | =Xa | TXg | —XA | XA
[(mm] | (mm] | [mm] | [mm] | [mm] | [mm] | [mm] | [mm] | [mm] | [mm]
X10 0.57 | -0.05| 0.57 | -0.07 | -0.62 | 0.00 | -0.62 | -0.03 | -0.03 | -0.65
Yio -0.11| 0.00| -0.211 | 001 | 0.12| 0.00| 0.12| 0.01| 0.01| 0.13
Hy 0.02 | -0.10 | 0.02 | 0.02 | -0.23 | 0.00| -0.13 | 0.12 | 0.12 | 0.00
X320 -0.31| 004 | -031| 006| 034 | 0.00| 034 | 0.02| 0.02| 0.37
Y20 -0.23 | 0.01| -0.23 | 0.03| 0.24| 0.00| 0.24| 0.02 | 0.02| 0.26
Hy, 0.02 | -0.14 0.02 0.03 | -0.15 0.00 | -0.15 0.17 0.17 0.01
X30 -0.76 | 0.08 | -0.76 | 0.11 | 0.84 | 0.00| 0.84| 0.03 | 0.03| 0.87
Y30 0.83 | -0.07 | 0.83| -0.11 | -0.91 | 0.00 | -0.91 | -0.03 | -0.03 | -0.94
Hzp 0.02 | -0.10 | 0.02 | 0.02 | -0.13 | 0.00 | -0.13 | 0.12 | 0.12 | 0.00
X0 -0.18 | 0.02 | -0.18 | 0.04 | 0.19| 0.00 | 0.19 | 0.02 | 0.02 | 0.22
Y40 -0.16 | 0.01 | -0.16 | 0.01 | 0.16 | 0.00 | 0.16 | 0.00 | 0.00 | 0.17
Hyo 0.07 | -0.41| 0.07| 0.08| -048 | 0.00| -048 | 049 | 0.49| 0.01
Xs0 059 | -0.06 | 059 | -0.09 | -0.64 | 0.00| -0.64 | -0.04 | -0.04 | -0.68
Y50 -0.57 | 0.04| -057| 0.08| 061 | 0.00| 061 | 0.04 | 0.04| 0.65
Hso 0.10| -0.50 | 0.10 | 0.11| -0.59 | 0.00| -0.59 | 0.60 | 0.60 | 0.01
X0 0.59 | -0.06 | 059 | -0.09 | -0.65| 0.00| -0.65 | -0.03 | -0.03 | -0.68
Yoo 127 | -0.09 | 127 | -0.17 | -1.36 | 0.00 | -1.36 | -0.08 | -0.08 | -1.43
Heo -0.01| 0.11| -0.01| -0.02 | 0.12 | 0.00 | 0.12 | -0.13 | -0.13 | -0.02
X70 0.54 | -0.05| 054 | -0.07 | -0.59 | 0.00 | -0.59 | -0.02 | -0.02 | -0.61
Y70 -0.26 | 0.03 | -0.26 | 0.03| 0.29 | 0.00 | 0.29 | 0.00 | 0.00 | 0.29
H7g -0.01 | -0.02 | -0.01 | 0.01 | -0.02 | 0.00 | -0.02 | 0.03 | 0.03| 0.01
Xsg0 -0.26 | -0.01 | -0.26 | -0.01 | 0.25| 0.00 | 0.25 | 0.00 | 0.00 | 0.25
Ys0 0.05| 0.01| 0.05| 0.00| -0.04 | 0.00 | -0.04 | 0.00 | 0.00 | -0.04
Hgo 0.01 | -0.03| 001 | 0.01| -0.04 | 0.00 | -0.04 | 0.04 | 0.04 | 0.00
Xoq0 -0.68 | 0.05| -0.68 | 0.10| 0.74| 0.00| 0.74| 0.05| 0.05| 0.78
Yoo -0.70 | 0.06 | -0.70 | 0.11| 0.76 | 0.00 | 0.76 | 0.04 | 0.04 | 0.80
Hyg -0.09 | 041)| -0.09| -0.10 | 051 | 0.00| 0.51]| -0.51| -0.51 | 0.00
X101v | -0.11 | 0.02 | -0.11 | 0.02 | 0.13| 0.00| 0.13 | 0.00 | 0.00 | 0.13
Yio1v | -0.11 | 0.00| -0.11 | 0.01 | 0.11 | 0.00 | 0.11 | 0.00 | 0.00 | 0.12
Hyp1v | 001 | -009 | 0.01| 0.02| -0.10| 0.00 | -0.10 | 0.11 | 0.11 | 0.01
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Tabela 6-60 Procjena tacnosti poloZaja tacaka — mreZza “GFSA”

Koord. Metoda a posteriori procjene standardnog odstupanja s
MINQUE Helmert Férstner Ebner AUE
[mm] [mm] [mm] [mm] [mm]

X10 1.1502 1.2653 1.2755 1.1502 1.2818
Yo 0.7362 0.9077 0.9252 0.7362 0.9359
Hyo 1.7824 1.7361 1.5076 1.7824 1.7830
X20 1.7438 1.9935 2.0152 1.7438 2.0290
Y20 2.1934 2.1980 2.2030 2.1932 2.2054
Hyo 2.8606 2.8050 2.5108 2.8604 2.8615
X30 1.5900 1.6691 1.6769 1.5900 1.6814
Y30 1.7936 2.0047 2.0239 1.7936 2.0354
Hso 2.9938 2.9069 2.4862 2.9938 2.9942
Xao 2.3734 2.3531 2.3539 2.3732 2.3541
Yo 1.1803 1.2853 1.2977 1.1803 1.3050
Hao 2.5579 2.5062 2.2363 2.5579 2.5589
Xs0 1.4714 1.6959 1.7164 1.4711 1.7292
Yso 1.9977 2.1382 2.1506 1.9977 2.1578
Hso 3.1111 3.0389 2.6711 3.1109 3.1118
Xs0 1.3700 1.7076 1.7395 1.3700 1.7590
Y60 2.0298 2.1154 2.1258 2.0295 2.1317
H60 1.9411 1.8884 1.6267 1.9411 1.9414
X70 1.0817 1.2021 1.2128 1.0817 1.2198
Y70 1.0330 1.2231 1.2410 1.0330 1.2526
Hyg 1.6909 1.6432 1.4096 1.6909 1.6912
Xgo 1.8423 1.9522 1.9647 1.8420 1.9718
Y50 1.3233 1.5385 1.5608 1.3229 1.5742
Hgy 1.7335 1.6846 1.4464 1.7335 1.7338
X90 1.5508 1.7228 1.7410 1.5508 1.7521
Y50 1.7621 1.8582 1.8687 1.7621 1.8751
Hqg 2.8068 2.7278 2.3405 2.8068 2.8071
X101v 1.0844 1.1480 1.1550 1.0840 1.1597
Yio1v 0.6782 0.8000 0.8130 0.6782 0.8210
Hip1v 1.9649 1.9194 1.6914 1.9647 1.9655
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U geodetskoj mrezi ,,GFSA“ svaka od gore navedenih metoda a posteriori procjene
dala je razliciti rezultat a posteriori procjene standardnog odstupanja grupa
mjerenja.

Nakon provedonog testiranja (Tabela 6-59) utvrdeno je da postoji statisticki
znacajna razlika izmedu MINQUE i Helmertove metode, MINQUE i Ebnerove metode
te Ebner ove i AUE metode za x koordinatu tace 10, zatim za x i y koordinate tacke
30, potom za x i y koordinate tacke 60, te za x koordinate ta¢aka 70 90.

Za tacku 30 razlika za x koordinatu je 0,76 mm, a za y koordinatu 0,83 mm. Polozajna
tac¢nost tacke 30 u zavisnosti (Tabela 6-60) od primijenjene metode je:

1) za MINQUE i Ebnerovu metodu 5X;,=1,5900 mm, sy, =1,7936 mm i
sH30=2.9938 mm,

2) za Helmertovu metodu 5%,,=1,6691 mm, sy, =2,0047 mm i sy, =2.9069
mm, Forstner — ovu metodu sx30=1,6769 mm, sy30=2,0239 mm i
sH30=2,4862 mm, te

3) AUE metodu Sx,,=1,6814 mm, sy, =2,0354 mm i sy, =2.9942 mm.

Sli¢no, za tacku 60 razlika za x koordinatu je 0,59 mmm, a za y koordinatu 1,27 mm.
Polozajna tac¢nost tacke 30 u zavisnosti od primijenjenog stohastickog modela je:

1) za MINQUE i Ebner — ovu metodu 5X,,=1,3700 mm, sy, =2,0298 mm i
SH30=1,9411 mm,

2) za Helmert — ovu metodu SX5,=1,7076 mm, sy, =2,1154 mm i sy, =1,8884
mm, Forstner — ovu metodu 5%4,=1,7395 mm, sy, =2,0295 mm i
sH30:1,9411 mm, te

3) AUE metodu SX30=1,7590 mm, SYSO=2,1317 mm i SH30=1.9414 mm.

Analizom rezultata u navedenih pet geodetskih mreze namece se zakljucak da se u
simuliranim geodetskim mreZama ne javljaju statisticki znacajne razlike, dok se
razlika javlja u mreZzama sa stvarnim geodetskim mjerenjima.

Kod simuliranih mreZa dobiveni su skoro pa identicni rezultati a posteriori procjene,
Sto je najvjerovatnije posljedica simulacije i toga Sto su sve grupe mjerenja
homogene (imaju isti broj mjerenja). Odstupanja konacnih rezultata javila su se kod
mreza sa stvarnim geodetskim mjerenjima, gdje grupe mjerenja nisu homogene.

Ovdje treba naglasiti da je kao ulazni podatak geodetske mreze ,GFSA” uvedena
grupa mjerenja dgnss koja je izvedena neovisno od ostalih mjerenja, tj. metodama
satelitske geodezije. Grupa mijerenja duZina dgnssg U stvarnosti nisu direktna
mjerenja, nego su izvedena iz GNSS opazanja.
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Zanimljivo je da u simuliranim mrezama nema statisticki znacajnih odstupanja, dok
u realnim geodetskim mreZzama postoje statisticki znacajne razlike. Moguce je da u
mrezama sa realnim stvarnim mjerenjima, zbog broja mjerenja kao i moguénosti
postojanja ostatka greSaka (sistematskih i grubih), mjerenja nemaju strogo
normalnu distribuciju, koja je osnova za aposteriori modele procjene teZina.

Izmedu grupa mjerenja najvjerovatnije postoji odredeni stupanj korelacije, koji je
prilikom ra¢unanja zanemaren.
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